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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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Прим'бдешя теорхи эдлиптическвхъ функцШ къ теор1и чиселъ 
можно разд'Ълить на дв'6 р'Ьзко отличныя группы. Съ одной сто- 
роны, теоремы и формулы, относащкся къ эллиптическимъ и Яко- 
бхевымъ функщамъ, можно употреблять для вывода рааличныхъ 
ариеметическихъ свойствъ; съ другой стороны^ рЪшешя различ- 
ныхъ ариеметическихъ задачъ сводятся къ эллиптическимъ функ- 
хцямъ точно также^ какъ рЪшеше двучленныхъ алгебраическихъ 
уравнешй къ тригонометрическимъ функщямъ. 

Доказательства ариеметическихъ свойствъ съ помощью свойствъ 
дллиптическихъ фувкщй или другихъ функцШ, изучаемыхъ обык- 
новенно вжЬст'Ь съ эллиптическими функщями, могутъ быть за- 
м'1нены обыкновенно чисто ариеметическими доказательствами, хотя 
большею частью ариеметическ1я доказательства гораздо сложн^^е. 
Больдпинство. геометровъ смотритъ на такое употреблеше эллип- 
тическихъ функцШ, какъ на путь къ открытие ариеметическихъ 
истинъ; этотъ путь въ конц*]^ концовъ долженъ быть непрем']Ьнно 
зам'бненъ ариеметическимъ выводомъ. 

Напротивъ, другая сторона прим']Ьнен1я эллиптическихъ функцШ 
моситъ характеръ незам'1нимости, требуетъ основательнаго изу- 
четя какой нибудь части теор1и эллиптическихъ функцхй, съ д'&хью 
довести ариеметичесшй вопросъ до желаемой оконченности. 

Въ томъ случа*!, когда ариеметичесшй вопросъ сводится къ 
эллиптическимъ функц1ямъ, способъ дальнМшаго изсл'Ъдованхя 
зависитъ отъ того, какимъ образомъ вопросъ сводится къ эллип- 
тическимъ функц1ямъ и къ какимъ именно функцхямъ; зд']^сь 
свойство ариеметическаго вопроса обусловливаетъ способъ из- 

сл'6дован1Я. 

1* 
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Но и въ томъ случа*]^, когда эллиптическими функщями поль- 
зуются только для доказательства ариеметическихъ истинъ, спо- 
собы прим']^нен1я эллиптическихъ функцШ бываютъ разнообразны; 
некоторые изъ этихъ способовъ очень элементарны, друпе же 
требуютъ совершенно спещальныхъ изсл'бдованШ въ этой об- 
ласти анализа. 

За немногими однако исключен1ями можно разд'Ьлить всЬ при- 
мЬнен1я эллиптическихъ функщй на два больш1е класса: въ одномъ 
классе разсматриваются ряды и прои8веден1я, встр']^чаемые въ 
теорш эллиптическихъ функцШ; способы другаго класса осно- 
ваны на изученш теор1и умножен1Я аргументовъ эллиптическихъ 
ФункцШ ЕВ. мнимыя количества. 

Наиболее элементарный способъ выводить ариеметическ1я свой- 
ства съ помощью эллиптическихъ функщЙ родился прежде самой 
теор1и этихъ функцШ. Д-Ьйствительно, этотъ способъ принадле- 
житъ Эйлеру, которому, какъ изв']&стно^ не были знакомы т^ функ- 
щй, которыя теперь называются эллиптическими; имъ изучались 
только эллиптичесюе интегралы. Способъ этотъ состоитъ въ срав- 
нети двухъ или н'бсколькихъ рядовъ, связанныхъ какимъ нибудь 
равенствомъ. Пусть два или несколько рядовъ конечныхъ или 
безконечныхъ, расположенпыхъ по степенямъ какого нибудь не- 
опред^еннаго, связаны какимъ нибудь равенствомъ. Очевидно, 
что коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ неопред^леннаго 
въ об']^ихъ частяхъ равенства должны быть равны; это равен- 
ство коэффищентовъ и даетъ намъ н'Ькоторую ариеметическую 
теорему; теоремы, получаемыя такимъ образомъ, могутъ быть 
очень разнообразны. 

Поясню сказанное прим^ромъ; именно приложу способъ къ 
выводу теоремы Вильсона. Если Ф(пг) означает^ь сумму делителей 
числа ш, считая единицу и само число, то очевидно такое ра- 
венство: 



1 2х За;* тх 



т-- I 



• •• 



-^ 



\—х 1—х^ 1— ж' "■ 1— аГ 
= Ф(1)ч-ф(2)а;-1- ...-*- Ф(»Ог;"'-'-н... (1) 

Интегрирую это равенство: 



— Г) — 



^ { (1—а.) (1—а;*) ... (1—а;'») ... } - ' 

= Ф(1)^^^>^^^...^:^)Л-... (2) 

Легко понять, что ^^^ обозначаетъ число всевозможных ъ разло- 
женШ т на сумму ц1Ьлыхъ слагаемыхъ. Перехода отъ логариемовъ 
г:ъ числамъ, получаю 

= яС1-.*<=^^|^.--ь..Л, (3) 

щ^ произведете распространяется на вс']^ ц']&лыя положптель- 
яыя 8начен1я т отъ 1 до со. 

Пусть т первоначальное число. Коэффищенты х*'* въ об'бнхъ 
частяхъ равенства доджвы быть равны; следовательно 

"» 1.2.3...Ш 2Л.2.3...(т— 2) ' ш ' ^^ 

Первая часть равенства (4) — ц']^лое число; сл']^довательно п вто- 
рая часть есть ц'Ьлое число. Но первоначальное число т вхо- 
днтъ въ знаменатели только двухъ крайнихъ дробей, изъ кото- 

рыхъ посл^квля равна 1-1 — ; поэтому 

1 1 _ 1-1-1.2.3..,(ш— 1) ' 

1.2.3...т т 1.2.3. ..т 

€сть дробь сократимая на т. Итакъ 

1н-1.2.3...(т— 1) = О {тоЛ т). 

Въ этомъ прим']^р']& два ряда связаны равенствомъ (3). Срав- 
неше коэффищентовъ у одинаковыхъ степеней х дало теорему 
Бильсона. 

Эллиптическ1я функщи, эллиптичесше интегралы и друпя функ- 
щи, изучаемыя въ теорш эллиптическихъ функцШ, выражаются съ 
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помощью рядовъ; эти ряды для различныхъ фуцкцШ различны; 
но вм'бст^ съ т^нъ изъ теорш эллиптнческихъ функщй кы зна- 
емъ теоремы, связывающхя различныя функцш. Такимъ образомъ, 
разъ были выведены ряды, выражающ1е эллиптичест и Якобаевы 
функцш^ простое сравнен1е коэффищентовъ у одинаковыхъ сте- 
пеней должно было давать различныя ариеметичесшя теоремы. 
И д'Ьйствительно, прим%нен1я этого способа начали появляться 
рядомъ съ изсл'Ьдоватями эллиптнческихъ функщй. 

Первый, который опубликовалъ ташя прим'6нен1я, быль Якоби. 
ВъЗтом'6 журнала Крелля во 2-бй тетради (стр. 191) напечатана 
маленькая зам'бтка Якоби о числ'6 разложенШ числа вида 8п-^4 на 
четыре нечетные квадрата. Эта зам<Ьтка пом'Ьчена 24-мъ апр'бля 
1828 года. Въ этой зам'бткЪ Якоби говоритъ, что онъ съ помощью 
эллиптнческихъ функщй, совершенно аналитическимъ премъ 
доказалъ теорему: число р-Ьшешй уравнешя ж*-*-у'ч-^*-ь<*=8»-*-4 
нечетными числами равно сумм'6 Д'&иителей числа 2|г-ь1. 

На страниц*! 309 того же тома того же журнала (3 тетрадь) 
Якоби даетъ р'Ьшете бол'бе общей задачи. Считаю самымъ луч- 
щимъ списать дословно эти строки, зам'Ёчательныя своею ясностью 
и краткостью, зам'Ътивъ только, что Якоби употребляетъ сл']^дую- 
Щ1Я обозначешя: 

^.^(1'-^'К^-к'х^ ^„V(1-а?*)(1-(1-^^V) 



Вотъ слова Якоби. Оп рошта 8а(18{а1ге раг Гапа1у8б дез ^опс110П8 
еШрИдиев к ипе детап(1е (1'Еи1ег к Гё§аг(1 (1и (Ьёогёте де Рег- 
та1, дие (ои1; потЪге епИег ея! 1а зоште де диа(ге потЪгев 
диаггёв: 8ауо1г йе йетоМгег дие 1а диа1т1ёте рш88апсе й'ппе 
вёпе 

рш88е соп1;ешг 1ои(е8 1е8 рш88апсе8 де д. Еп еЯе( .]е (гопуе 

I 



(^У= {1-ь2г-1-22*-ь2г»-н22*^н....}* 

1_2 ^^^* 1_д» ^^^* 
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■ 

— ^^ 8а' 8д' 8^^ 

р ёШЛ ип потЬге траи* ^ие1соI1^ие еЬ о(р) 1а зотте (1е$ Гас1:«аг8 
(1а потЬге р] Гогти1е (1оп1; 1е (Ьёогёте (1е Гегта!; е$( ип со* 
го11А1ге. Оп Псе епсоге (1е сеИе (оттахйе е( д'аа(гез зешЫаЫез <1бв 
1Ьёогёше8 заг 1е пошЬге (1е 1ои(е8 1ез с1ёсошроз1(10пз ро$з1Ые8 с1'ш1 
иошЪге с1ош1ё еп 4иа1ге пошЬгез диаггёз. Пп (Ьёогёше зетЫаЫе 
а ё(ё ргорозё (}ап8 1е (1еих1ёте саМег р. 191. Еп ехатшап( атес 
а(;1еп11(т Га1§огШ1те (1'а11а1узе дш сопдиК ^ сез гёзиКа^з гешаг- 
^ааЫез9 од рагу1еп(1га а ё1аЫ1Г (1ез поауеНез тё1;Ьос1е8 (1ап8 1а 
1Ьёопе <1ев пошЪг&з. 

Посл'6 оаубдцкован1я атой зам^Ьтки, Явоба время отъ времени 
возвращался въ тому же предмету, то упомяная, что та иди дру- 
гая ариеметнчесвая теорема ость сд^Ьдств1е формулъ его Гипда^ 
шеп(а поуа (сочиненхе объ эллптическихъ функщяхъ^ изданное 
въ 1829 году), то стараясь найти ариеметнческое докаватедьство 
этимъ теоремамъ, столь дегво выводихымъ ивъ формулъ теор1Н 
эдлиптнчесввхъ функщй. Повидимому, последнее его бод^еинте^ 
ресовало; это видно изъ того^ что тавхя ариеметичесв1я довазак 
тельства елужатъ предметомъ н^скодьвихъ статей Явоби. Тань, 
въ 12 ТОМ& журнала Брелля, Явоби далъ ариеметичесвое довазатедь- 
ство тадьво что приведенной теоремы о четырехъ квадр&тахъ; такь, 
въ 21, том'Ь того же журнала, онъ даетъ длинное довазательство 
теорекЪу относящихся до числа раздожешй чиселъ вида 24 а-^3 
на три квадрата вида {Ьт^ху. Если для доказательства тео* 
ремъ 21 тома боли бы употреблены формулы Рипс1атеп(а цоуа, 
то статья заняла бы немного строчекъ. 

КромЪ вышеувазаннаго способа^ Явоби употребдялъ и другой 
способъ для вывода ариеметичесвихъ теоремъ. Этотъ пр1емъ, до- 
вольно родственный нредъидущему, подробно вздоженъ Явобн 
въ 37 томЪ журнала Кредля въ статьяхъ, озаглавденвыхъ тавъ: 
0Ъег ппепдНсЬе Ве1Ьеп, ёегеп Ёхропеп1еп хп^ЫсЪ, ш г^е! тег- 
всМесЬеп диа^гаИзсЬеп Рогтеп еп^ЬаНеп ашс!. Способъ состоитъ 
въ томъ, что одно я то же ^езконечное произведете мпожясте- 
лей вида 1^д^ выражается въ вид% различныхъ частныхъ двухъ 
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эллиитическихъ произведешй (назваше принаддежитъ Якоби). 
Каждое изъ эдлиптическихъ произведешй выраакается суммою^ 
въ которой степени ^ возрастаютъ, следуя н'Ькоторой ариекети- 
ческой прогресс1в второй степени. Такъ какъ дроби, составлен- 
ный изъ 9тихъ эллипти<1ескихъ произведенШ, равны одному и тому 
же произведешю, то изъ нихъ составляется равенство. Уничто- 
жая знаменатели въ равенстве, получимъ равенство между н'бко- 
торыми двойными суммами; ^ въ этихъ суммахъ входитъ въ сте-^ 
пеняхъ^ выражаемыхъ я'Ькоторыми квадратичными формами; на- 

прим^ЬрЪу одна изъ суммъ состоитъ изъ членовъ вида ^ , 

а другая изъ членовъ вида ^ , при чемъ по цълымъ вели- 
чинамъ X я у я берется сумма. Разсмотр'бше коэффищентовъ 
при одинаковыхъ степеняхъ ^ и даетъ ариеметичесшя теоремы, 
которыя сложнее и не столь интересны какъ т% который выво- 
дятся первымъ способомъ Якоби. Впрочемъ ясное понятхе о ме- 
тод'Ь читатель получитъ во второй глав*! этого сочинешя. 

Одновременно съ Якоби, изсл^дованхями въ области высшей 
ариеметики занимался Дирикле, знаменитый прододаштедь Гаусса 
въ теор1и чиселъ. Что касается до прим%нен1я эллиптическихъ 
функцШ къ теорш чиселъ, то съ этимъ вопросомъ имя 1<е]еипе 
1)тсЫе1; связано совершенно иначе, ч-Ьмъ имя Якоби. Якоби при- 
м'Ьнялъ свои эллиптичесюя Формулы нъ отыскашю различныхъ 
ариеметическихъ теоремъ и кь доказательству столь изв^Ьстныхъ 
бездоказательныхъ теоремъ Фермата. Дирикле велъ свои и^асл'к- 
дован1Яу не прибегая къ эллиптическимъ функщямъ; но нФхото- 
рыя окончательный формулы Дирикле содержатъ или вллжпти- 
ческш функцш, или фунвцш Якоби. Въ 1839 и 40 годахъ, въ 
двухъ томахъ 19 и 21 журнала Крелля, Дирикле пом^стилъ свои 
здамеиитыя ВесЬегсЬев виг Шуегзез арриса(10П8 де ГАпа1у8е ш- 
(1Ш(ё81та1е а 1а (Ьёопе (1е8 пошЬгев, которыя почти ц'ккмвомъ 
вошли въ его изв^^стный учебникъ теорш чнседъ. Искусными ана- 
литическими вычнслен1ями Дирикле опред^яетъ, съ помощью 
конечныхъ суммъу число различныхъ классовъ квадратичныхъ би- 
нарныхъ формъ извФстнаго рода съ даннымъ опред^^лителемъ. 
Задача вта была р'Ьшена уже Гауссомъ для случая отрицатель- 
наго определителя (въ сочинеши Ле пехи Ыет тиККисЦиеш с1а8- 
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81ит, ш дааз Гогтае Ъшапае весопсИ угадив Ш81г1Ъи1т{;аг, еагит- 
^ие де^егтшап^еш. 1837 годъ. Издаше 1876 года, стр. 277 — 291). 
Дирикле р<Ьшилъ ее и для случая положительнаго оаред'1лителя, 
а также упроствлъ вораженхя Гаусса для слу«гая отрицательнаго. 
Равенство, изъ котораго съ помощью суимировашя получаются 
окончательныя формулы Дирикле, можно выразить съ помощью 
функщй Якоби; сл'бдовательно изсл'Ьдованк Дирикле могли бы 
быть гд^ыгкяены изсл']&дован1ями изъ области теорш вллиптиче- 
скнхъ функщй. Въ частннхъ случаяхъ это легко сд^ать; но въ 
общемъ такой путь р'Ьшешя задачи затруднитеденъ въ томъ отно* 
шенШу что при выводахъ приходится употреблять модулярная 
уравнен1Яу которыхъ общ1й видъ неи8в<Ьстенъ. Такимъ образомъ въ 
теорш чиселъ различные методы взаимно дополняютъ другъ друга. 

Вскоре посл^ яздан1я вышеупомянутаго труда, Дирикле по- 
желалъ распространять свои изелЪдоватя на т'Ь же вопросы от- 
носительно квадратичныхъ бинарннхъ формъ съ мнимыми коэф- 
фищентами и переменными. Эту статью онъ напечатадъ въ 24 
том^Б журнала Брелля. Способъ вывода, употребленный въ этой 
статье, въ мельчайшихъ подробностяхъ подобенъ способу, уже 
употребленному имъ въ 19 и 21 томахъ; но между т^мъ какъ 
тамъ окончательныя формулы содержали или ращояальныя функ- 
щй, или функцш триг0номвтрическ1я, — зд4Ьсь суммироваше произ- 
водится съ помощью элднптическихъ функщй. Дирикле однакоже 
не докончилъ свою статью; онъ даже суммировате безконечнаго 
ряда отложилъ до следующей статьи, гд4 онъ также в'Ьроятно 
внвелъ бы сдфдствк изъ формулъ, который онъ предполагалъ вы- 
вести. Итакъ нвол%дован1е о числ^б кхассовъ бинарныхъ ввадра^ 
тичныхъ формъ съ мнимыми коэффищентами ее мыслимо безъ 
оеновательнаго изучешя свойствъ эллиптическихъ функцШ. 

И Гауссъ^ и Дирикле были сильно озабочены тЬмъ, чтобы 
столь удачные выводы Лежандра о квадратичныхъ вычетахъ рас- 
пространить и на сравнен1я высшнхъ степеней. Гаусоъ съ этою 
ц&1ью ввелъ въ теор1Ю чиселъ новыя ц'&шя числа,— мнихыя. Эти 
мнимыя ц'Ълыя числа дозволили ему построить теорхю бжквадра- 
тичныхъ вычетовъ. Также какъ въ теорш квадратичныхъ выче- 
товъ, главн^йшимъ основашемъ теор1и биквадратичныхъ выче- 
товъ сд&1ался такъ называемый <законъ взаимности >'. 
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Бердинсшй ученый Эйзенштейнъ, занимаясь этою теорхею, въ 28 
то1г6 журнала Креиа даетъ доказательство этого закона; въ 30 
том'Ь онъ даетъ другое доказательство (не годящееся въ тожъ 
случа*]^ когда первоначальное число— 'Вида 4п-ьЗ), основанное на 
теорш лемнискатннхъ функцШ, т. -е. эллиптическихъ функцШ съ 

нодулемъ равнымъ \/ — 1. 

Бъ 39 том^ журнала Брелля, вышедшемъ въ свЪтъ въ 1850 Г., 
онъ даетъ третье доказательство той же теоремы, основанное 
опять на теорш лемнискатныхъ функцШ; ато доказательство об- 
нимаетъ вс^ случаи. Кром'Ё того въ 9тихъ же статьяхъ 39 тома 
онъ прим^яетъ свои и8сл%довав1я о лемнискатныхъ функЦ1яхъ 
къ теорхи вычетовъ 8-ой степени, а также касается и другихъ 
ариеметическихъ вопросовъ. 

Зам'Ьчу теперь, что эти ариеметичесюе выводы 39 тома со- 
ставляю тъ только частные эпизоды Эйзенштейновскихъ статей. 
Главная ц&еь этихъ статей была — изсл'Ьдовать свойства уравнешя, 
отъ котораго зависитъ д^леше ц']Ьлой лемнискаты, что по- 
:кавываетъ и заглавхе его трехъ статей 39 тома: ОЪег (Не Хгге- 
с[пс1;1Ъ]иш Ш1€[ еии^е ап(1еге Б1^еп8скаЙ;еп йег вЫсЬип^еп, уоп 
^е1сЬег сЦе ТЬеЦоп^ йег ^апгеп Ьет1и8са1е аЫг&п^. Бопросъ, 
разбираемый Эйзенштейномъ, уже былъ начатъ Абелемъ въ томъ 
же направлевиг, какъ это д'Ьлаетъ его последователь; но Абель 
началъ только это и8сл1(дован1е^ которое со многими другими, 
еще бол^ важными, были нрерваны его раннею смертью. Бо- 
просъ о д-блеши лемнискатн въ постановке Абеля былъ только 
частмнмъ, легчайшимъ случаемъ болЪе общаго вопроса о мни- 
момъ умноженш эллиптическихъ функцШ. Въ изсл^доваши этого 
общаго вопроса состаздлса съ Абелемъ Явоби (какъ это и въ 
другихъ случаяхъ было ихъ обычаемъ); первоначальная мысль о. 
такомъ умножен1и явилась даже у обоихъ ученыхъ почти одно- 
временно. 

Бо второмъ томЪ журнала Брелля, Абель предложилъ читате- 
лямъ 8ТОГ0 журнала доказать теорему: если дифференщальное 
уравнемхе 

ас[х ^ 
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гд% а, ^у у, ?у I ж а числа д'Ьйствитедьныя, интегрируется съ 
помощью алгебраическихъ функщй, то величина а непрем^нво 
ращональна. Въ 3 томЬ того же журнала на страниц'^ 181 онъ 
прибавляетъ другую теорему: если дифференщальное уравяенхе 

с1у а их 



V (1-уО(1 -^[луО \/{\-х') {\^^х^) 



интегрируется алгебраическими функц{ями, если число [л д'Ьйстви- 
тельно или мнимо, а а мнимое число, то а непременно вида 

т^^\/ — п, где ш ж п ращонадьныя числа. Въ этомъ случае \^ 
не произвольно; должно, чтобы (х удовлетворяло некоторому урав- 
нешю съ безчисленнымъ числомъ дМствительныхъ и мдимы)^ъ 
корней. 

Абель не доказываетъ этой теоремы, отлагая доказмельство 
до другой статьи; онъ ограничивается разсмотр^шемъ частнаго 
случм. 

На странице 195 того же тома Якоби замЪчаетъ по поводу тео- 
ремы 2-го тома, предложенной Абелемъ, что эта теорема анало- 
гична той теореме тригонометрш, которая требуетъ для п рацюналь- 
наго значев1Я для того, чтобы згп пх представлялся алгебраически 
черезъ 8гп х- Но, по замечашю Якоби, существуетъ безчисленцо^е 

множество модулей, для щ)торыхъ а можетъ иметь видъ с-^-Ь у^— 1; 
это все т^е модули, которые отъ преобразова|11я превращаются эъ 
свое дополдеше. Въ этомъ случае преобразовавхе делается умно*- 
жегаем!Ц т.^е. можно сделать такъ, что отъ преобразован1я адге- 
браичес|саго известной степени модуль не менялся бы. 

Вошросомъ объ укноженш на мнимыя количества въ особбя* 
иоехв вамялсж Еронекеръ. Въ 1857 году, въ МопаЬзЬепсЫ; Аег 
^к8«вс]1аА;еп ги ВегИп (29 ос1х>Ьге), енъ нанечатадъ краткую 
заметку о своихъ работакъ по этому вопросу. Переводъ этой 
заметки на фраацуастй языкъ можно найти въ ^оата1 <1е МаШё^ 
шаНдаев ригев е(; арр1^^пёе8 Ае ЫопуШе, 2 вёпе, Ьоте 8, аппёе 1656. 
Изложивъ некомрыя теоремы (безъ доказательствъ) объ уравне«> 
Н1яхъ, определяющнхъ модули, для которыхъ существуетъ мни- 
мое умножеше, онъ указываетъ на связь между этимъ вопро* 
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сомъ и теортею квадратичныхъ формъ; въ конц'Ь зам'Ьткк онъ 
даетъ три ариеметнческ1я теоремы, выраженння тремя равенствами: 

2Р{п)'Ь^4:Р{п—2') ^ 4:Р(п--4:') -н = ^С^)— ф(п), 

42^(п— 1*)ч-Щп-3')-1-42^(|г— 5*) ^- . . . . =о{пУ^^{п), 
Р{п)-^2Р{п—1')'^2Р{п—2'У^2Р{п—3') -^ =?(^)г 

гд-Ь п^З {тоЛ 4); Р{п) обозначаетъ число классовъ формъ съ 
отрицательнымъ опред^Ьлителемъ — п и такихъ, что по крайней 
}Лр^ одинъ изъ крайнихъ кодффиц1ентовъ И^о^}И11ах''^2Ъху'^су^ 
нечетенъ; ф(п) обозначаетъ сумму вс^хъ д^Ьлителей п, боль- 

пгахъ у^п; ф(п) — сумму вс^хъ делителей п, меньшихъ \/л. Въ са- 
момъ конц^^ заметки онъ прим'Ьняе'Гъ эти три формулы къ одной 
интересной задач*!, предложенной Дирикле въ З-емъ том'Ь жур- 
нала Крелля и р'Ьшенной Якоби въ 9 том']^ того же журнала. 
Задача эта сл'бдующая: пусть п первоначальное число ^ сравнимое 
съ 3 по модулю 4; требуется опред^&лить число V изъ сравнен! ч: 

ч 

1.2.3.4 . . . ^~^ = {^\)Цшоа п). 

Черезъ три года послЪ появлен1Я этой заметки, Кронекеръ, въ 57 
томЪ журнала Крелля, помЪстилъ другую заметку, въ которой 
онъ сообщаетъ всЬ формулы ариеметическ1Я, выведенныя имъ изъ 
теорш умвожешя на мнимое количество; эти формулы онъ, какъ 
и въ первой своей зам^к%, не сопровождаетъ доказательствами. 
Во вс^^хъ равеяствахъ, даваемыхъ имъ, входитъ та же функц1Я Р{п) 
и функщя б^п), определяющая число вс^хъ формъ съ опред^- 
лмтелемъ — п; во вс^хъ равенствахъ эти фуввц1и входятъ лгаей- 
яо. !&ь первыхъ восьми формулахъ, имъ даваемыхъ, аргументы 
ввшемриведенннхъ двухъ фуикц]й составдяютъ всегда уАвваю- 
щую ариеметическую прогрессш второй степени^ Каадаж изъ 
этих» формулъ еоставляетъ самостоятельную аржвмбт1гческую тео- 
рему,' вбо ни одна взъ нихъ не можетъ <^бггь' выведена изъ 
остальвпохъ. Формулы эти выводятся съ помощаю модулярныхъ 
уравнешй, при чемъ не требуется 8Н8Н1я коаффищентовъ этихъ 
уравнен1й. 
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Бром'Ь атихъ восьми формулъ, онъ приводи тъ в']^сколько бол^ 
лростьцсъ теоремъу которыя иогутъ быть доказаны элементарными 
соображен1ями; но также онЪ могутъ быть выведены и сообра- 
жен1ямя, основанными на свойствахъ умно&ешя на мнимое л^о- 
личество; наприм^^ръ, 1'{4ьп):^2Р{п). Изъ вс']Ьхъ этихъ формудъ 
Бровекеръ выводитъ еще н'бкоторыи друт, между которыми одна 
содержитъ рЪшеше задачи о чисд'Ь разложенШ даннаго чисда 
на 3 квадрата. 

Задача о трекъ квадратахъ имЪетъ почти такую же исторш, 
какъ задача о четнрехъ квадратахъ. Родов ачальннкъ втой ва- 
да^и тотъ же Ферматъ, который далъ бездоказательную тео- 
рему: асшое число разлагается на сумму трехъ треугольныхъ 

1 
чиселъ, т.-е. чиселъ, выражаемыхъ формулою - $(5— 1). Лежандръ 

нашелъ путемъ индукщи н'Ьсколько теоремъ, показывающихъ 
зависимость числа р'Ьшешй уравнен1я а;'-ьу^-ь^^2=:& отъ числа 
классовъ формъ съ опредФлителемъ — к. Гауссъ въ пятомъ отд^ЫЬ 
своихъ ^^8^ш8^^^опе$ агИЬтЫ^хсае разсмотр^ъ, когда возможно 
разложеше числа на три квадрата или на 3 треугольный числа^ 
доказадъ и обобщилъ теоремы Лежандра. РЪшеше его однако 
очень сложно и правила » выведенный имъ, также н'Ьсколько слож^ 
ны. Съ помощью формулъ Бронекера эта же задача р^шаетса 
очень просто, и результатъ р%шешя до нельзя простъ. 

Бровекеръ не лриложилъ доказательства къ своямъ формуламъ; 
понятно, математики, заинтересовавшись этими формулами, иска- 
ли доказательства ихъ. Между этими доказательствами замеча- 
тельны доказательства французскаго математика НегшКе'а, осо- 
бенно гЬмъ, что онъ основалъ свои доказательства на совс^мъ 
иныхъ основав1Яхъ, ч'Ьмъ Бровекеръ. 

Одш)временно съ Бронекеромъ на поприщЪ бездоказательнаго 
сообщешя ариеметическихъ теоремъ подвизался Л1увилль, кото- 
рый 14 первыхъ томовъ журнала^ издаваемаго имъ, на -^ напол- 

нилъ ариеметнческими изследован1ями, по большей части отно- 
сящимися къ просх'Ьйшимъ квадратичнымъ форцамъ со многими 
переменными. Эрмитъ вс^ эти теоремы доказывалъ очень просто, 
съ помощью метода, впервые объясненнаго Якоби въ третьемъ 
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Т0114 журнала Крелля (см. страницу 6 этого сочннеа1я). Этотъ 
методъ бе|№тъ всегда разложеше въ тригон<шетряческ1в рядъ 
двойно-пер1одичныхъ функц1й или функц1й Якобн. 

Еогда ноявились формулы Кронекера, то Эрмитъ загЬтйлъ, что 
етарнй методъ недостаточенъ, но что незначительное его идМ'ЬнбН1е 
р^Ьшаетъ и Кронекеревы задачи. Въ УП том'к 2 сер1н, 1ошта1 де 
Ма(;Ьёта1;1дие$ раге$ е! аррИдиёев Л1увнлля (1862 года), 0Н1^ нвла- 
гаетъ доказательство трехъ формулъ^ которыя Еронекеръ сооб- 
щила въ первой своей стать'6, и пржм^няетъ эти формулы къ 
онредЪлешю числа ц4лыхъ р•Ьшвн^йуравне^^^яа?•-^-у*-ь;8^*а^:8N-^-3, 
гдб N данное ц^лое число. Черевъ два года поел']^ э^^ого Эрмитъ 
въ IX том^ того же журнала доЁазалъ въ общемъ сду^а^ тео- 
рему Кронекера о разложенш на три квадрата. Зъ этой второй 
своей стать']^ ЭрмиФъ излагаетъ свой способъ бол']Ье систематич- 
но, приводя рядъ формулъ^ которыя не им^ютъ ]гЬста въ трак- 
татахъ элдиптнчвскихъ функщй. 

Относительно характера работъ Лхувилля ж Эрмита мы можемъ 
зд^Ьсь позволить себ^ только несколько словъ. Есм прям'Ьнять 1-й 
способъ Якоби къ формуламъ «Нувилля, то способъ Якоби долженъ 
получить некоторое расшврете. Способъ Якоби, какъ онъ показанъ 
самимъ Якобн^ состаитъ въ сравнен1н ко9ффиц1ентовъ эллиптнче- 
скихъ рядовъ при частвомъ аргументе эллиптической функщй; не- 
опред'Ьленное зд1сь ^. Также решаются и мнопя задачи Лхувилля. 
Но Л1увилль приводитъ задачи другаго характера; эти задачи отно- 
сятся до свойствъ общихъ веякжхъ анаяитяческихъ и числовыхъ фун- 
кщй. Для такихъ задачъ ряды берутся гк же, но аргументу не при- 
даютъ частнаго значев1я и но прежнему сравниваютъ коэффи- 
Ц1енты при одинаковыхъ степеняхъ ^. Такимъ образомъ получается 
теорема Л1увилля, доказанная для Н'Ъкоторыхъ тригононетриче^ 
скихъ функщй. Мнопя функЦ1и могутъ разлагаться въ трмгоно- 
метрическ1й рядъ; для такихъ функцШ предъидущая теорема тоже 
им'Ьетъ м'Ьсто. 

Способъ Эрмита состоитъ въ р&зложеши по тригонометри- 
ческимъ функщямъ произведенк двойно-пер^одкчныхъ функщй 
на первую степень функщй Якоби. Въ остал1!;номъ онъ сходенъ 
съ первымъ способомъ Якоби. 

Статьи Эрмита вызвали соревноваше со стороны Кронекера 
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на НОВОМУ для него пути доказательнаго нзложешя своихъ изсл^^до- 
вашй. Эрмитъ ваводитъ различный формулы Ероеекера изъ разлив- 
ныхъ рядовъи на основаши различяыхъ соображешй; всл%детв1е 
этого онъ сразу не могъ доказать вс% формулы Еронекера. Кро- 
некеръ въ Мопа^зЬепсЫ; йег Аеас(вт1е йег "^У^хззепзсЬаЙеп т ВегИп, 
26 Ма! 1862, доказываетъ, что всЬ его формулы можно вывести изъ 
одной формулы. Въ^этой же стать'Ь Кронекеръ говорить, что от 
ищетъ чисто ариеметическаго доказательства своюсъ формул ъ; яо 
язь статьи ясно, что онъ во время сообщенк не достигъ еще 
этого доказательства. 

Около этого времени (Мопа^зЪепсМ дег Асас[епие с[ег ^1$зеп- 
бсЬаЙеп га Вегип^ 22 Даппаг 1863) Бронекеръ даль примкнете 
эллиптическихъ функций къ теорш чиселъ совершенно другаго 
характера: онъ находить съ помощш эллиптическихъ фуякщй 

приблизительную величину Т-нГТу/^, гд^Ь Т и 17 основный р-Ь- 
шен1я уравнен1я Пеля: Т^ — Р?7*=1; приближете очень значи- 
тельное. 

Кронекеръ уже много л4ть спустя (19 Арп1 1875. 8И2ип§ йег 
рЬув1ка118с11-та№ета1;18сЬеп Юаззе. Мопа18Ъепс111; дег Асаденпе с[ег 
^188еп8сЬаЙ;еп га ВегИп) дополнилъ свою статью 57 тома жур- 
нала Брелля новыми формулами; но эти формулы ничего суще- 
ственнаго не прибавляють къ прежнимъ изсл%дован1ямъ Ероне- 
кера. 

Гораздо бол'Ье интересны статьи Гирстера въ 17, 21 и 22 томахъ 
Ма1;Ьеша118сЬе Аппа1еп, издаваемыхъ въ Лейпциг^^ профессорами 
Елейномъ и Майеромъ. Въ этихъ статьяхъ Гирстеръ, пользуясь 
новыми изыскан1ями Елейна въ теорш модулярныхъ уравнешй, 
даетъ новыя формулы, подобныя формуламъ Еронекера^ но не 
выводимый ни изъ формулъ Еронекера, ни изъ свойствъ обыкно- 
венн1й1ъ модулярныхъ уравнешй. Д']&ло въ томъ, что Елейнъ 
ввелъ въ теор1ю эллиптическихъ функцШ новыя модулярння урав- 
нен1я, свя8ввающ1я модули высшихъ ступеней (назван1е тоже 
принадлежить Елейну). 

Этимъ я заканчиваю свой историческШ очеркъ, потому что 
посл'1дн1Я статьи Гирстера появились уже въ 1883 году. Заы']&чу 
только, что для интересующихся этимъ предметомъ будетъ по- 
лезно дополнить св'Ьд%н1я, даваемыя мною въ первыхъ главахъ 
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этого сочинешя, изъ сочинение профессора Бугаева, которое пе- 
чатается въ настоящее время въ <Математическомъ Сборнике» 
Московскаго Математическаго Общества (томъ одиннадцатый). 

Въ настоящемъ сочннен1и предподагается разсмотр^ть гдавн^^й- 
Ш1я изъ прин1;нешй эллиптическихъ функц1й къ теорш чиселъ; 
при этомъ все сочинеше естественно распадается на два отд^Ьла: 
въ первомъ отд^л^^ разсматриваются методы^ въ которыхъ выводъ 
делается съ помощш тригонометрическихъ рядовъ; во второжъ 
отд&гЪ покрестятся вообще т^ изсл']&довашя, въ которыхъ играетъ 
роль умножен1е аргумента эллиптическихъ функцхй на мнимое 
количество. 

Прежде ч'Ьмъ приступить къ самому предмету, я считаю необ- 
ходимымъ объяснить н']Ькоторыя обозначен1я, встрЪчаемыя въ этомъ 
сочинен1и. Бакъ изв^тно, въ теорш эллиптическихъ функцШ 
госнодствуетъ необычайное разнообраз1е въ обозначеши однихъ 
и т^хъ же функщй. 

В1Б1ше было объяснено, что подразум'Ьвается подъ Ку К^ к 

и ^; подъ к' подразум']Ьвается по обыкновешю \/1 — к*. Фунвцш 
Якоби въ сочинеши обозначаются значками ч)*, ^1, ^, и д*,, при 
чемъ 

д(Ху д)=гЧ(а;)=1 — 2осов2х'^2^'^со8^х — 2д'со8ба:-ь...., 

± 9 _85 _^9 

\{х^ 1^)=1>а(а?)=22* С08х-^2д^ со8Ъх'^2д^ * со8Ъх-^2д^ < совТх-^....^ 

/2Кх \ (2Кх Л . 2Кх \ \{х) 

8гп ат{ , а ]=8т ат{ , к )=8»п ат = — ?=-"ггт > 

\ - ' V V ^ / ^ \/к Цх) 

Г2Кх \ /2Кх Л 2Ех у/Т ^^{х) 
С08 аш{ , ^\=^со8 сту , к \^=со8 ат г=у -т -^^ * 

/2Кх \ ^ (2Кх Л ^ 2Кх \/1П,{х) 
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Друпя обозначешя ви){сцятся въ течеше изюкснхя. 

При изложеши предполагается, что по теор1и чиселъ извЬ- 
стенъ учебникъ Ье^еипе В1пс111е1, 2-ое издан1е; по теорхи эллип- 
тическихъ функщй: ТЬеопе (1ег-ЕШр1;18сЬепГипс1;10пеп уопОигё^е, 
ТЬёопе йе8 Гопс1;1оп8 ЕШр1;1дие8 раг Вг1о1 еЬ Воидие!; (1875 г.). 
Мнопе вопросы по эллиптическимъ функщямь веляколЪпно раз- 
работаны въ книгЬ Епперег'а, ЕШрЫзеЬе Еипсйопеп (ТЬеопе ипй 
(те8с})1с}11е); особенно обстоятельно изложенъ отд'Ьлъ о модуляр- 
пыхъ уравнен1яхъ. Нельзя не рекомендовать также желающнмъ 
хорошо влад-Ъть теоргею преобразованхя эллиптическихъ функцШ 
сочинеше Коеш^вЪег^^ег, Лхе Тгап8{огша1;1оп, Ше МаШрИса^хоп ппЛ 
^10 Моди1аг^1е1с11ав^(т (1ег ЕШр1;18сЬеп РппсИопеп; въ этомъ со- 
чинен1и можно найти хотя и незначительныя св']Ьд']&н1я объ умно- 
женш на мнимое количество. Не смотря на подробность трехъ 
посл^днихъ сочиненШ, теор1я модулярныхъ уравнен1й въ этихъ 
сочинен1яхъ изложена недостаточно; это происходитъ отъ того, 
что теор1я эта безпрерывно разработывается; въ этомъ отноше- 
Н1И читатель всего бол^е найдетъ съ^а'^шШ въ сочиненш 1оаЬег(;, 
8иг 1е8 ёдиайоп8 дп! зе гепсопкгеп* йапз 1а 1Ьёопе йе 1а ^гапзГог- 
та1;10п дс8 ГопсИоля еШрЦдпев. Посл'Ьднее сочиненхе содержятъ 
несколько интересныхъ теоремъ; вообще же это сочиненге отли- 
чается тЬжЪу что въ немъ изсл^дуется модулярное уравнен1е для 
всякой нечетной степени преобразовашя. 



ГЛАВА I 

Первый методъ Явоби. При]гЬнеше этого метода хъ 

ивученио ввадратичныхъ #ормъ. 

§ 1. Уже во введеши было объяснено, чтр въ метод']^ Якоби 
употребляются тригонометричесше ряды, изображающхе элдипти- 
ческ1я или Якобхевы функцш. Возьмемъ какую нибудь эллиптиче- 
скую функщю и изобразимъ ее въ вид^ тригонометрическаго 
ряда; придадимъ аргументу эллиптической функщи какое нибудь 
частное значеше. Вм']&сто эллиптической функц1и получимъ функ- 
щю К я к; вместо тригонометрическаго ряда получимъ рядъ^ въ 
которомъ одно неопред'Ьденное ^. Но функсця К я к^ полученная 
нами, можетъ выражать частное значеше другой эллиптической 
функцш или частное значенхе функцш отъ 1% 1^,, л1, и т^; въ та- 
комъ случа'Ь эту функщю отъ Кик можно выразить инымъ 
образомъ черезъ рядъ, въ которомъ неопред^енное ^. Сравнеше 
коэффищентовъ при одинаковыхъ степеняхъ д дастъ ариемети- 
ческую теорему. 

Возьмемъ, наприм^^рЪ; изв']&стные въ теор1и эллиптическихъ 
функщй ряды: 

тг тг 1н-д* Хч-д* 1ч-д® '^ ^ 

2Кк . 2Кх 4уг . 4у^г^ . ^ 4\/^ . . ,., 

7г - 1 — д 1 — (?^ 1 — д* ^ 

2К . 2Кх 1 4? . 4д' . 3 Ч' ' г (^\ 

— : згп ат =-^ — »*г-^ ^гпа: -ь , ^ ^ нтЪх -+- :г— 2— 5вгп5а;...(3) 

1г те 9%пх 1—3 1 — д^ 1—2 
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Доложимъ въ первомъ равенств* ж=0, во второмъ х= "т^ } ^^ 
третьемъ о? = ^ ; тогда иолучимъ 

4 



00 00 



Т =^ -^-^ Ет:^ =^-^^ Е Р^»»^^"' *'(*») = й-!)"^' ' (4) 



•=1 П=| 



21г:у/* 



ГГ--1 



^ = 2 ^ьЕт^^^ ^^ 2 ^^Р^^»»-!) ^?^ (^) 



Уд' 






• •• • 



д«Р+' д^^-^-^ д*Р-^» д>>Р+^ I 

"*"•'•• ' 1_28Р+«"*' 1_д8Р+3— 1_^8Р+5— 1_^8р-^-7•^•••|• (6) 

Подъ (2 въ предъидущихъ формулахъ мы подразум^ваемъ нечет- 
ный д'Ьлитель числа п, считая 1; для составлешя р(п) должно 
брать всевозможны^ нечетные '^^ делители числа п. 

Съ другой стороны, мы иж^еиъ сл'Ьдуюпця формулы: 



-- 4-00 4-во 



«=—00 у=1 



4-во +00 

1 2К 



^— у/1^й'=*з(0,г)»,(0,2')=2 Е з*'"^'"'" ^^^ 



Х=^г — 00 у=— 00 



Сравнивая одинаковые коэффищенты при ^ въ фо9К1^]1^1.:яь ^^ 
и (7), (б) и (8), (6) и (9) и обозначал чере^ъ н 1С№^^ тоьЖ^^^ 
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ц^лое число (а также и черезъ р)^ получаемъ слЬдующхя три тео- 
ремы. % 

Теорема 1. Число ргьшенгй уравненгя х*-^у^=п равняется 
учетверенной разности между числомъ дгьлителей п вида 4р-н1 
и числомъ дгьлителей п вида 4р-1-3. 

Теорема 2. Число цгьлыосъ ргьшенгй уравненгя х^ -1-4!/'=2п-1-1 
равно двойной разности меоюду числомъ дгьлителей 2п-1-1 вида 4рч-1 
и числомъ дгьлителей вида 4р-#-3. 

Теорема 3. Число цгьлыхъ ргьшенгй уравненгя х^-^2у* = п 
равно удвоенному числу дгьлителей п вида 8рч-1 и Ьр-^В, умень- 
шенному на удвоенное число дгьлителей п вида ^рч-Ь и 8р-^7. 

§ 2. Нами въ §§ 3 и 5 этого сочинен1я приведены 4 прим'Ьра при- 
м^нен1я метода Якоби^ и вс^ эти примеры относятся до опред'Ь- 
лешя числа ц^лыхъ р']&шен1Й н^которыхъ неопред'Ьленныхъ квадрат 
ныхъ уравнен1й. Интересно сделать н'Ькоторыя общ1я соображе- 
шя объ опред'Ьлен1и числа р^шенхй даннаго квадратнаго урав- 
нешя. 

Бели у насъ дано неопределенное квадратное уравнеше съ 
двумя неи8В']&стннми ах'-^Ьху-^су^-^Лх-^еу^^п, то это уравнеше 
легко привести къ виду ах^-^2Ъху '^су^=щ гд4 а^ Ьу с я п цФ- 
лыя числа. 

Для опред^лешя числа ц^лыхъ р^шенШ посл'Ьдняго уравнешя^ 
въ которомъ п предполагаемъ положительнымъ, разсмотримъ сумму 



4-во -|-вэ 

ар=— ©О у=— во 



ах^+2Ьху^су^^УУ д^^ ^'у«' "^ . (10) 



Придадимъ у значешя а<, а^-н1, а<-ь2....а< -на — 1, гд* I про- 
извольное ц-Ьлое число; въ такомъ случа-Ь ах -%-Ьу^=а(х-*-Ы)'^Ь'к 
при 2/=а^-ьХ. Бели мы будемъ х придавать всевозможныя зна- 
чешя отъ — со до -1-00, то а;-*-Ь^=(^ будетъ тоже получать все- 
возможныя ц'Ьлыя значешя отъ — со до -нсо. Итакъ I и ^ из- 
меняются отъ —со до -ьсо. Положимъ теперь, что а и ас—Ь^ 
(а потому и с) суть величины положительныя цЪлыя; тогда вмЪ- 
сто (10) долучимъ 
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Виражен1е (11) часто значительно упрощается. Такъ, если 
а.с^-ь2&а?у-*-С1/* форма не приведенная, то легко сообразить, какъ 
эту форму зам'Ьнить формою приведенною. 

Изъ предъидущаго* видимъ, что въ случае, если а, с и ас — Ь* 
положительны, безконечную сумму (10) всегда можно предста- 
вить въ вид^ конечной суммы произведен]й Якоб1евыхъ функц1Й. 

2К 

Так1я произведен1Я Якоб1евыхъ функцШ равны — , умноженно- 

му на нЪкоторыя функц1н модуля к. Эта же функщя Л, оче- 
видно, есть частное значеше н'Ёкоторой эллиптической функщи. 
Эллиптическую функц1Ю должно выбрать такъ, чтобы дри разло- 
жен1и ея въ тригонометрическШ рядъ не получались въ вид^ 
множителей функцш модуля к^ а только ращональныя функщи ^. 

§ 3. Если а и ас — Ъ^ суть степени двухъ, то легко выразить 
сумму (И) въ функщи к. Действительно, въ такомъ случа^Ь мы 

„мЬек. .Ьло съ произведены.. вырм=ен« .нда »,(!*« , „), гдЪ 

н п р суть ц']^лыя числа. 

Эти выражен1я можно определить съ номощхю слЬдующихъ, из- 
вЬстпыхъ въ теорш эллиптическихъ функщи, равенствъ: 



: 



2% '(а;)=Оз '(О)», (2а?) 4-*, %0)^,(2х)-^Г(0)Ц2х), \ 

« 

2а/(ж)=ОзХО)За(2я;)+-0/(0)3,(2я;)— У'(0)»(2сс), 
2Щх)==^; '(О)^'з (Щ—К '(<>)•% (2я;) -*-Щ0Щ2х) 

{) (т1%/2)=(— 1)'"<г-'»'Э(0), 



(12) 



(13) 



( 
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Съ П0М0Щ1Ю формулъ (12) и (13), ^А-^^ з) выразится че- 

резъ ращональную функщю ^\т^^^ I есть дробь) и черезъ фуньщю 
отъ 9'з(0, ^)^ о) (О, (/), 1%(0, ^); въ последнюю функщю будутъ входить 
квадратные корни. Иначе, мы получимъ выражеше, въ которомъ 

V — умножается на ращональную функщю ^^ и функщю к, со- 

держащую только квадратные корни. 

Вспомнимъ однако, что модули {/ въ производителяхъ произве- 
ден1й (11) одинаковы были бы только въ случа^Ь ас — &^=1; мы 
же полагали ас—Ъ^=2"\ Чтобы выразить произведете об-Ьихъ 
Якобхевыхъ функц1й черезъ одинъ и тотъ же модуль А, мы им^- 
емъ формулы преобразовашй Ландена, посредствомъ которыхъ 

^^'•ДО, дз*^), яКО^а^'^Ь ^^(0,Л, *з(0, ^^^) и т. д. выражаются че- 
резъ *з(0,2), *(0/^) и \{о,^). 

Ирим'Ьняя эти вычислеп1я къ случаю аргументовъ т(2т-1-1)й//д' 
и о(2т-ь1)%дг, я нашелъ, что Якобхевы фупкц1и такихъ аргу- 

о 

ментовъ выражаются линейно черезъ Якоб1евы же функщи съ 
аргументомъ нуль; такъ, 

Но произведешя, входящхя въ формулу (11), могутъ быть пред- 
ставлены такъ: Оз ( -г-|^ , ? ] т)з ( ^\р^ , (/' ) ; поэтому для ;>, пе- 

превышающаго 3, выражеше (11) разложится на члены вида 
*э(0,г)Яз(0, Л »Д0, (г)Я,(0,з2'") и т.п. (11рир = 3 могутъ 

ЯВИТЬСЯ и члены вида ^^(О, д)0^2(0, е^ ) и т. п.) 

Выше описанъ довольно сложный способъ вычислен1я; во мно- 
гихъ случаяхъ вычнслешя значительно упростятся. 

Окончу этотъ вопросъ о случа*, когда «=2*" и ас — Ь^=:2^\ 
двумя легкими примерами. 
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Прим^ръ 1. Найти число р'ЬшенШ ураввев1аа;*-ь16«/*=»». 

^^^дт^'+^^'^^^зСО, д^)*з(0,2*)=^*зЧ0, ^)^^^Vк){1•^^/I^) 

Пользуясь формулами, помещенными въ трактате Бр1о и Буке на 
страниц']^ 564 и выводимыми съ помощью изв^Ьстныхъ формулъ 
д'Ьленхя аргумента эллнптическихъ функцШ на 2, можемъ преды- 
дущее выражен1е изобразить такъ: 

1 2^5Г/, ., . К'г , К ^%. К—Кг\ 

Самой ариеметической теоремы не стану выводить. 
Прим'^Ьръ 2. Опред^ить число р^шенШ уравнешя 

Второе изъ слагаемыхъ прямо вычисляемъ съ помощью Лапде- 
новскихъ формулъ: 



1 2ЛГ . К 

/о -3 V-?:!/ г - - '- — То : 5Ш от "тг 



Ч^Л)Ч^Л') = '7к *з '(0,г)у/1-нА;' = -^ — : «гп от -^г . 



Для вычнслен1я перваго выраженхя определю '\{^^^^)\{^^^^) съ 
тЪмъ, чтобы потомъ зам'Ьнить въ результате; ^ черезъ у^д: 

*.(0,г')в,(0,20= 2^2 *зЧ0,2)(1-у/Л')\/1=*' 

1 2К\ к ку/К \ I К\.. К , К\ 

2^т:\^1^]^ /Г;:*^! У/З тг1 2 2| 

§ 4. Разсмотримъ теперь уравнеше па?*-ьту^=^р, въ которомъ 
пит нечетны, а р какое нибудь ц']^лое число. Въ такомъ случае 
вопросъ приводится къ произведешю ^г{^^д^)\(^Л^)* 
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Будутъ ли п и т четны, или нечетны, во всякомъ случае тоо- 

р1Я эллиптическихъ функц1й даетъ очень простыл выраженхя ^^\^^0,^") 

и {>,(0,(/''*) черезъ *,(0,д) и черезъ эллиптическ1я функцш выра- 

.^ 2НК 2ПК 

жен1й и — . 

и ш 

Мы разсмотримъ только случай пит нечетныхъ. 

М0у^УЛ0^^п=-^ —р(—) 

2ЬК , ^,^, . 211К 

згп ат л= ^1^ згп ат 

п ТТ " ш 




у^ 1С Д (2А— 1)^И (2Л— 1)ДГ ' '1^) 

п ш 

Зам'Ьнимъ — черезъ и положимъ, что числа п и ш иер- 

ПШ ^71 

выя между собою. Вторая часть уравнен1я (14) обратится, если 
иринимать х за неопред-Ьленное, въ двойно-перходпческую фуик- 
Ц1Ю съ перюдами 2К и 2КЧ\ безконечности у этой функфи бу- 
дутъ одиночныя. Всл*дств1е этого къ этой функ1ии можно цри- 
м^Ьнить теорему, находящуюся на страниц'! 267 трактата Брю и 
Буке; по этой теореме предъидущая функц1я изображается въ 
вид'Ь суммы 



гд']^ ад есть такая величина х^ взятая внутри элементарнаго па- 
раллелограмма, при которой разсматриваемая нами функщя обра- 
щается въ безконечность; сумма распространяется на всЬ а^. Въ 
этой сумм'Ь А вообще функц1и модуля й; въ т-Ьхъ р'Ьдкихъ слу- 
чаяхъ, когда всё А числовыя величины, задача паша решена. 

Не безполезно будетъ привести н^Ькоторыя теоремы, которыя 
укажутъ, когда задачу возможно решить такимъ образомъ. Для 
этого надо разсмотр'Ьть, какъ определяется А^^. Подставимъ въ 
равенство (15) вм-Ьсто х величину а^: 
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Безконечности Р{х) двухъ р^зко отличныхъ типовъ. Во 1) мо- 

жетъ одинъ изъ косинусовъ, входя щихъ въ эту функцш, наири- 

2рКх „ 

мъръ созат-^ — , равняться нулю. Если дрн этомъ въ числи- 

тед'Ь Р{х) ИИ одна изъ функцШ эллиптическихъ не равна нулю, 
то 

Во 2) С08 ат-^— = со. Дюрежъ на страниц'^ 29 



даетъ 

те 






д2Р^ ,гпагп(^1^-.К-^ту ат(Ц^^К-^К'г) 



2рКх /2рКх 

С08 ат -^ — созат ' -^ 



и 



(^Р^ ., к^кч) 



^^^*=2п/С нСгт ^-1)^Гг; поэтому соват^?^^ ч-15Гч^Л?'Л =0. 

Отсюда заключаемъ, что 

2К , 2К ,,, . 2рКа^ . '^рКо^. 2рКо1. 

те '* ^рте ^ '*^ те те те 

Теперь переходимъ къ об'Ьщанпымъ теоремамъ. 

21)^а 

Теорема 1. Если со8 ат ^ ^ ^ =0 и р нечетно, то 

те 

Н-« вгпаш Д аш ^ 
л=1 со5ат '^ 



Если же ^ четно (числитель предъидущаго выражен1я не ра- 
венъ нулю), то это выражеше равно или >ь1, или — 1. 

Доказательство. 

2«ЛСа. 2(/•-^-5)^^а. 

С08 ат -^ — ■"= 008 аш — — ^'^ 

те те 
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С$ С8 — «П 8П -" Д Д " 

1Г 1С тг т: те те 






тс тг 

Предположеше, что числитель предъидущей дроби равенъ нулю^ 
возможно; предположен1е же, что знаменатель равенъ безконеч- 
ности, невозможно. Действительно, последнее иредполагаетъ^ что 

2Ко^,^_2пК { 2ш'^1)КЧ 2пК {2т-^1)КЧ , 

1211 ^——— -4— — — ^^— ^— — или ^"~~"~ "^ ) 

иг г 8 8 

на самомъ же д'Ьл']Ь это выражен1е равно 

{2П'^1)К 2тК'% 
~1- , 

Р V 

что несовм'Ьстимо; следовательно 

С8 С8 ^ = 8П -8П ' А Д 



1Г 11 11 1Г 7Г 7Г 

Если же 2> четно, то 

С8^- — ^^=8п^- — - 1*ат -^ — -. 

И 1г т: 

Теорема 2. Если соз ат — ^ = О, то 

тс 
2К^о^ 2К(р-^г)л , 2Кг7. ^ 2К{р^ф 

8П 8П ^^^^ Д Л ^ ^ 

т: 1Г 7г т: 

27Гга 2К(р-^ф = — 1. 

С8 С8 ^:^- ^- 

к 1: 



Теорема 3. Если С5 — =^ == схэ, 



то 



2К^о^ 2К{р—г)% ^ 2Кт ^ 2К{р—ф 

8п - — 8п — ье: — — д д — Ь:^- — ^— 

и П 1Г Г 

2Кп. 2К (р—ф "^ 

т: 1: 
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Доказательство. Изъ равенства 

2 АГга 2К(р—^)о^ 2К^о^ 2К1р—г)а ^ 2Кга ^ 2К(р—г)'х 

С8 €8 ^ ^ — 8П 8П ^ ^Д — Д -^ ^ 

И тг т: 7г 1г 7г 



сл4дуетъ, что 

2К{р—г)(х , , . 2Кг7. 
згп аш ^^^^ — = =ь 1: /с^гп ат , 

2К{р-ф _., 2Кг(1 . . 2Кга 

С08 ат — ^^^- — -' ==4=г Л аш : к ть аш , 

2К{р--г)(х . , 2А:га 
Лат — ^^ ^- = п: гс(Лдаш . 

Дальн'Ъйшее понятно. 

Теорема 4. Если сз — — = со. то 

2К^о^ 2К{р'^ф ^ 2Кт , 2ДГ(«^-г)а 

8П 8П -^ — А Д ^^- '— 

ТГ ТГ ТГ 7Г • 

С8 08 ^^^ — 

7Г ТГ 



Теорема 5. Если С8 — — — со, 



то 

7Г 



рК(х 

С8- 

7Т 



= -н 1, или —1, или =ь г. 



Пользуясь этими теоремами, легко доказать, что по предъиду' 
щему способу можно определить число р^шенШ уравнен1й 

а?'ч-3у'=п, ж^'+5|/*=п, а;'-4^-7у*=п, х^-^-ху ^у^=п, 

2/;*-4-2а?1/ 1-32/'=п, х^-*-хуч-2у^=п 
и н^которыхъ другихъ. 
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§ 5. Разсмотримъ некоторые тъ ириведенпыхъ прим'Ёровъ. 
Прим'Ёръ 3. 



21 



2 



аЧ8у' 



2К . 2К „ 2Кх 



^ ^ 2^ \/3 / „^ 1х 

о 3 



Но мы им'Ьемъ 



„ 2Кх 
аьусозаш ~ 



— = и1х -н 4 7 ■; — ^^ — -г ^1п 2гх: 



Лх '' и 1 -н (—//)' 



сл'1>доиательио 



г— 1 



го 



1 ^2У^1{2п—^) {//^'*-Ч 3//*^-'* " *^1-3(/»'^^''-'^^3//«*"^'* *^ 1. .}, 



П— I 



гд'Ь 



,'Ь (^1=0, -+-1 или — 1, смотри по тому, г=ЗА;, ЗЛ 1-1 или 

ЗА: г 2, а Я(2п— 1) пзображаетъразиость между числомь дЬли- 
телей 2п — 1 вида бг-н! и числомъ дЬлителей вида 6/ч-5. 

Для опредпк/1енгя числа ртиенгй уравнен'т х''^Ъу^^2п — 1 дол- 
жно изъ числа дгьлителей 2п—1 виОа 6/*ч1 вычесть число д^ш- 
телей вида 6Г-4--5 и полученную разность удвоить. 

Уравненге ж--нЗ«/*з=2^*""' (2п — 1) при а§ 1 не им1ьетъ ртьшенгй. 

Уравнение а?^-ьЗу*=2** (2п — 1) при а^ 1 им1ьетъ втрое бол}ье 
ргьшенш^ чгьмъ а?'-нЗг/*= 2п — 1. 
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Прим']^ръ 4. 



х'-\-Ьу' 1 2 А' ^*^ ^^"Х ^**^^^ "Т~ ^ ^^~^ !^аш — 



у/5 7г 2ЛГ 4А^ . 

со8ат -^ сов ат -г- 
5 5 

Зд1$сь /"(я?) обратится въ безконечность только въ томъ слу- 
чае, когда со^^ ат = О или со, ибо при со8 ат = Оили ее 

втат = 0. Безконечностей всего 8: 

2Кх К ЗК К ^.,. ЪК ^.,. 

Кг ЪК'% КЧ ^ЛКЧ „ 



2 ' 2 ' 2 



при этомъ 



1К% , 2А'ос 
5т ат Д аш 



Т, 1Г 



2Аа 

с(^ат 

им'Ьетъ сл'Ьдующ1я зпачен1я: 

4-1, — 1,-н1, — 1,н-г,— г,-*-!, — г. 

Сообразно съ этимъ значеная коэффищентовъ А въ форму л']^ (15) 
будутъ 

1 1_1 1 %_ % г % 

""2''^2' 2''*^2''^2'~2'"**2'~2* 

Но въ теор1и эллиптическихъ функщй им'Ьется формула 

Г=5| 

пользуясь этой формулою и руководствуясь формулою (15), мож- 
но получить слЬдую1Ц1й результатъ: 
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1:1: 



х'+бу' 



2 



1/йЬгп18" ^ы 1— а *^ ^ I 5 ^ 



Г=| 



-*ЕгЙ-["'т^-'11- 



^. *« 



ЗаиЪтивъ, что 



1 — д 



«г— I 



2пс 4гп 1 X с 

и что саз -г — н С05 -^ = — тг > ^^^^ ^ ^^ дълится на б, полу- 

чаемъ 

2:Е''""=-2:(г)т:$--1:<-"'-(^).^' ■ 

гд'Ь (5) и ( — ^ ) равны О, -н1 и — 1, смотря по тому, срав- 
нимы ли г и 2г — 1 съ О, ^1 или =ь 2 но модулю 5. 

Если положить п=5^ й=5*.2*'.с?5, гд4 а и у § О, с? и с? нечет- 
ный числа, то можно написать {к не д'блится на 5) 

2:2:г-=..Ё,"([(1-)..]2м)'^'(1)|.. 

гд% внутренняя сумма распространяется на всевозможные с1 для 
даннаго п. 

Число ртаенгй уравненгя я:' I- 5«/'=г 5* й=5*.2'' ^(?, гЛъ <? I* о 
мечвшны, а а II ^ ё Оу въ^нкжоется формулою 



Ц^У ' 1Е<-') ' а) . 



гд$ь к не дллится на Ь. 
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Изъ этой общей теоремы легко вывести много интересныхъ 
сл'ЬдствШ. Такъ, видимъ, что уравнеше я?'ч-5у*=б".4^п им4етъ 
столько же рЪшенШ, сколько и уравнен1е х*н-'Ьу*:=^п. Ттъ, мно- 
житель (г ) -♦- 1 указываетъ, что уравнешя а:'-*- Ъу*=^ 20й-ь2, 

20Ач-3, 20А-ь7, 20А-ь13, 20А-ь17, 20А-ь18 неимЬютъ р-ЬшенШ. 
ЗамЪтивъ же, что 

(-.,-(|) = ,_:,'^(^),-„^'ф, 

видимъ^ что уравнешя а?'-«-5у*=20А-ь11, 20Л-ь19 также не им4- 
ютъ р%шен1й. Вообще изъ. всЬхъ чиселъ, не д^Блящихся на 5 и 4, 
только числа вида 20Й-+-1, 40Л-1-6, 20Л-ь9 и 40А-4-14 изобра- 
жаются черезъ форму а?'-*-5у', что доказано и другимъ путемъ 
(см. Теор1ю сравиенШ Чебышева). 

Вычислен1я значительно облегчаются, если воспользоваться фор- 
мулою 

С08 ат {г1 А-V) -н згп аш и 8^патV ^ ат {и-^- V) = соя от и сов апиГу 

тогда 

яглат— ^в*пат -=-Дат -г-=со8 от -=-€08ат—=-—*со$ат-^у 
5 5 5 б 5 5 

тп ат—=- згп ат-=- Л ат -=- Д ат *с~ п гг 

5 о э . ли. 



2К ^К 



= дот?^(1н--1^)- 



сйв ат -^ 008 ат--^ созат ,. 

5 5 б 

Вм']&стЪ съ т'Ьмъ мы имЪемъ р'Ьшен1е задачи о чи1вл'Ь ц'Ьлбпсъ 
р-ЬшенШ уравнешя 2а:*ч-2ху нЗ|/*=:п, ибо это уравнеше можно 
представить такъ: (2г-ьу)'-ь5|/'=2л. 

§ 6. Тотъ же путь приведетъ н»съ къ опред'Ьлешю числа р*- 
гаенШ уравнен{й ж'-ь71/'=п и а:*-нат|/ч-2?/*=л. Действительно, 
если будомъ разсматривать 
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ЧКх . ^Кx . вКх , 2Кх ^ 4Кх^ бКх 
Мп (т - -* (пп ат - - тп от Дат Дат Дот — 

1г тс тг 7г тг т 

* 2А:^г 4Кж 6Хж ' 

сон (ип — С08 ат соз аш 

тг те тг 

то Л<м)к<и10Ч1ик*гн могутъ быть шести родовъ; но всяюй разъ эти 
Лоикоиочногти 1-го порядка, и коэффищенты А суть числовпя 
И0ДИЧИ1114. Раасмотрлмъ бевконечности. 

-Л'г ,, 4А'яг ^ бКх ^ 
\ ) сон ^9т = 0; тогда »ч|п ат — =0 псазат = 0; 

оста^ыIия вл^иптичоск^я функщи въ Г{х) не нули и не безко- 
иочиостм^ Что касается до А^ то оно опред'кштся нижеслЪдую 
щпмг обрааомъ: 

. . . .чц Д Д — хм Д (л — а) ^ 

л «л П Т? 1* 7^ "^ ,, ^ 

Н — 71П 'НИ 



Т1 4АЧ ;Т, 2А> «А'# 



*» 



2 



1А> бКлг 4АГг ^ 

д) <У9 щи - «а те; той» ей иш -■;;— = ее шжи вш-^^— = 0: 



»ч 



. I 

4^ «чм^ «МП -— в ее; Л » Ю1 ^ 3 * •" — 3 * 

«К^ ^ *Сг ^ ^ 41и? 

^^0йб^М1^--^>-м9^«|>1^^«| я№гг«. сл^м«маы»^ а№м» — ^- 
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Теорема 1 страницы 25 даетъ намъ Л = — ■„ . 

О 

6) С08 ат = со, но соз ат не = '>;>. Теорема 3 страни- 

цы 26 уб^ждаетъ" насъ, что Л равно -4- ~ или — - . 

Итакъ ВСЁ Л суть числовыя величины. 

Я не стану выводить на самомъ д']&л^& рядъ, выражающШ 

ЪЪ ^ "^ , такъ какъ выводъ только длиненъ, но не труденъ. 

Пр1емъ, который выше описанъ, имФетъ ограниченное прим'Ё- 
неше. Д'Ёйствительно, если бы мы пожелали определить число 
р%шен1й уравнешя а?*-ь9|/'=п или а?^-4-11?/^=п, то н4которыя 
изъ А^ оказались бы функщями к. Это не значитъ, что эти за- 
дачи не могутъ быть решены съ помощью эллиптическихъ фувкщй. 

Что касается до числа р^шенШ уравненхя х^'*-9у^=п, то оно 
иожетъ быть найдено следующими простыми соображен1ями. 
Ввадратъ всякаго числа, д^лящагося на 3, делится на 9; а квад- 
ратъ всякаго другаго числа им^еть видъ ЗА-ь1. Поэтому уравнен1е 
невозможно, если п = 3^'-4-2 или если п делится на 3, но не на 9. 

Если п д'Ьлится на 9, то вопросъ приводится къ опред^ленш 
числа р4шен1й уравнешя х^-^у^=-^ . Если п^Вкл-!, то или о;, 

1/ 

или у въ уравнеши х^ч-у^^^Вк-*-} будетъ делиться на 3; а по- 
тому число ц4лыхъ р-Ьшешй уравнешя а;'-4-9?/*=ЗЛ-*-1 равно по- 
ловин']^ числа р-Ьшешй гг*-4-у'=ЗА:-*-1. 

§ 7. Перейдемъ теперь къ неопред^леннымъ квадратнымъ урав- 
нен1ямъ съ четырьмя и шестью переменными. Отделять вопросъ 
объ уравнен1яхъ съ четырьмя неизвестными отъ вопроса объ 
уравнешяхъ съ шестью переменными было бы неблагоразумно, по- 
тому что способы определешя числа решен1й въ обоихъ случа- 
яхъ одинаковы. Группировку различныхъ уравненШ лучше сде- 
лать на основанш другихъ соображен1й. Прежде всего мы раз- 
делимъ все разсматриваемыя уравнен1я на следующ1е два класса: 
1-й классъ будетъ состоять .изъ такихъ уравнен1й, число реше- 
шй которыхъ можно определить съ помощью формулъ Ландена; 
ко 2-му классу будутъ принадлежать все остальныя уравнен1я. 

3 
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Сначала объ уравнен1яхъ 1-го класса съ четырьмя неизвестными. 
Между этими уравнен1ями замечательны уравнен1я вида гг*-ну*-+- 
-|-2"'(^*-н^*)=п, — замечательны т^мъ, что определенхе числа ц^- 
лыхъ решенШ для такихъ уравнешй часто т^сно связано съ зада- 
чею о числе решешй уравнешяж*-*-2'" 1/-=л. Положимъ, что число 
решешй уравнен1я х''-^2"^у'=.п определяется съ помощью ряда, 

выражающаго _- /'{К^К'), где /'{К,1С) есть некоторая эллиптиче- 
екая функц1я, аргументъ которой зависитъ отъ К и К\ Яснее вы- 

ражаясь, положимъ, что ЗДО,^') ^)^{0^^ ) преобразовывается въ 

2К 

— /'{КуК). Очевидно, что число решешй уравнейя а?*-*-у*-н 



От 



4-2 (г -*-1^)=п можно определить, если будемъ знать рядъ съ не- 
определеннымъ 4, определяющШ — -^^'{К^ТС). Положимъ, что 

— /'(^5^,^57) есть частное значеше — д(а?), где 9(^) эллиптическая 
функщя, у которой безконечности одиночны; мы предполагаемъ, что 

Ой]' 

— ДЯ,^') выражено рядомъ, расположеннымъ по степенямъ 2» и 
что К09ффиц1енты при различныхъ степеняхъ $ числовые. Понятно, 
что -;;^ /^{К,К) есть частное значеше ., ?Ч^)« 

Безконечности у ^'(ро) будутъ двойныя; эти безконечности мо- 
гутъ быть или таковы, что ■;;;^- 9^^) изображастся вблизи без- 



I* 



конечности формулой — , где ^ безконечно малое, или тако- 

вы, что о'{х) изображается черезъ -^ -^ . Въ первомъ слу- 

чае, если кроме того А числовая величина, вопросъ и разр4- 

шается съ помощью выражешя —^ 9^^;). Но если хотя одна 

изъ безконечностей втораго рода, или одна изъ А есть функц1я 1с, 
то надо искать друпе способы решен1я задачи. 

Изъ предъидущаго ясно, что способъ, только что изложенный, 
далеко не общ1й; но и въ томъ случае, если этотъ способъ не 
приложимъ, прхемы определен1я числа решешй уравнешй 
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во кногомъ сходны. 

Вм'Ьст'Ь съ уравнен1ями х*-ь</--»-2"*(^^-»-^^)=п должно разсмат- 
ривать также н'ЬБОторыя уравнешя, у которыхъ коэффиц1енты 
суть степени 2 и два изъ Боэффиц1ентовъ одинаковы. 

Чтобы быть ясн'Ёе, выпишу т'Ё немнопя квадратичныя формы, 
которыя Л1увилль разсмотр'&1Ъ въ своемъ журнал:^ (въ первыхъ 
томахъ 2-ой серш) и которыя принадлежать къ разсматриваемому 
нами роду: 

ж'-* 2|/--^-2^--#-4<^ а?*-ь|/^-*-8^*-ь8^-, 
х'-^у'-^Щг''*'1'), х'-*-4у'ч-8{:г'^{'), 
х'-^Ау'ч-Ща''*'1'), х'-^Ву'-^-дг'ч-иГ: 

Л1увилль также ограничивался только опред'^^лешемъ числа изо- 
бражешй п черезъ эти формы. 

При р1;шен1и этихъ задачъ съ помощью эллиптпческихъ функцШ, 
эти формы группируются около н'Ёсколькихъ главныхъ. 

Для олред'Ьлешя числа рЬшенШ уравнен1ял;*-нг/--н2(^*-4-<*)=п 
должно знать рядъ, выражающ1Ё 



11 






Число р'ЬшепШ уравнешя х'ч-2у^ч-2г^-*-4:1^=2т равно числу 
р^шенШ уравнен1я а;^~*-^/*-*-2(л'-ч-<*)=т, ибо х въ первомъ урав« 
ненш непрем'Ьнно четно. Число р4шешй х' -ь 2у* -ь 2^* -ь 4<* 
= 2т-|-1 равно половин-Ь числа рЬшенШ уравнен1я .г-^н-у*-^ 
-|-2(г*-н<*)=2т-ь1, ибо во второмъ уравнен1и или х, или у не- 
четно въ то время, какъ у и х четны. 

Для опред^летя числа р-ЬшенШ уравнешя а?*-ь«/*-ь4(^*-4-<-)=л 
должно расположить по степенямъ ^ выражеше: 

<^Мо, V^Ж{^,^') =| «-аЧо,?) (1-ьА') (1-а) 

2К*/, „ К ,,. , Кг ... , К-*-К'г\ 
= —р ( 1-»-Д'о»» 5 — к*81п ат-п-*-гк'со8^ат — т — I. 

•4' 
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Уравнен1я а?^-4-|/--ь8^^-н8^^=1г, а;^-4-4|/*ч-8-гг^-*-8<*=п и х^-^-Вг^-^ 
-#-8<*-ь16|/^=п составляютъ одну группу. ДМствительно, урав- 
неше ж^-4-4у^-*-8^-~1-8^'=п невозможно, если п вида 4т-|-2 или 
4т'ьЗ; если же п=4т, то уравненхе приводится къ уравнетю 
а:^-ьу^-н2(^'-н^*)=т; наконецъ, если п=4т-ь1, то число р'Ьше- 
шй равно половине числа р-ЬшенШ уравнешя д:"-ь?/'-+-8^*-1-8<* 
=4т-ь1. 

Также :г--ь8!/--*-8^"-н16^*=^ возможно только въ томъ слу- 
чае, когда п вида 4т или 8т-+-1; въ первомъ случае вопросъ 
приводится къ уравнешю а?*-+- 21/^-4- 2^'-ь4<^=т; во второмъ — чи- 
сло р'Ьшешй равно половин* числа рЬшешй уравнешя х^-^у^-*- 
-+-8^'-4-8/'=8т-1-1. 

Что касается до уравнеехя а;"-*-1/--ь8^г-ч-8^-=п, то для опредф- 
лешя числа р'Ьшен1й этого уравнен1я тоже удобнее разсмотр']^ть 
отдельно несколько случаевъ. Случаи п=4т-*-3 и п=8т-+-6 не- 
возможны. Если п==2^т, а^2, то вопросъ приводится къ опре- 
д4лен1ю числа р-Ьшешй уравнешя^а;" * 1/^-ь2^^-1-2<^=2'^""*т- 

Пусть >г=8т-1-2; въ такомъ случае должно разсмотр-Ьть вы- 
ражен1е: 



2К' \ ,. . 



2 

Кг ., 2 «» К-*- К г 
згп'ат — ;; — н гк созат 



2 2 

Случай а;"-+-у*-ь8^*-*-8^^= 4п-ь1 разсмотрю подробнее. Въ 
этомъ случае или гг, или у нечетно; а потому 

= ^ N^-^«'.(0,^)0(0,?), 

такъ какъ ^^\{0,д) = ^^ (0,^) л%{0,д)\(0,д). 
ДалЬе 

5=.— СО Г=1 

= 2 У(о(8^-4-1)уд — 2^(о(8Л-1-5)уд 
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гд* со (2п-ь1)=2 ( — 1)'' (2г — 1); послЬдняя сумма распростра- 
няется на вс% нечетныя и положительныя р'Ьшешя уравненш 
а?*'ь4//-= 2;г-н1, при чемъ у есть число положительное, иди 
отрицательное, или 0. 

Что касается до -:;т'У^*> то легко вычислить 

гксоз от( -^-+-АГ)Д ат (-^ — *-К\^\ к—к^к, 
Дифференцирован1е изв-Ьстнаго ряда для згп аш—— даетъ 



2Г -* 



—^^ксоб ат Д от-^;— =4/_ — ^ зг-> 'С08[2г — 1)х; 



А1С 






т: ^ 1 — 2 ^* ^^ 1 — ^ ^ 

Г= о г= о 

Обозначу черезъ ';^, (п) сумму всЬхъ дЬлителей числа п. Со- 
поставляя все вышесказанное, им^ю теорему: 

Уравненге я;--1-1/^-ь8^*-ь8^*=8А:-ь1 г<лгп»етг 2;,(8А;-1-1)-1-2со(8А;-*-1), 

а уравненгех^'*-у^-^-8^^'*'81'=:8к-^^Ь имтьетъ 2^Д8А--ь5) — 21о(8й-1-5) 
р7ьшенгй. 

Совершенно излишне говорить объ уравнешяхъ 

л;--ь^/--1-16(л-ч-^*)=п, х'-^Ау'ч-иг'-^16Г'=п, 

потому что и для этихъ уравнешй способъ р'Ьшешя остается тотъ 
же, и даже второе можно было б1Д причислить къ только что разсмо- 
тр'Ьннымъ группамъ во всЬхъ случаяхъ, кром* случая л=4А*-н1, 
когда оно приводится къ первому, т. е. къ х'-^у' -*-16{г*ч-1^)=2П, 
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§ 8. Перехожу къ бол^е сложнымъ задачамъ Ьго класса съ 
четырьмя неизв'Ьстными. Для читателя выпишу всЬ т']^ формы, 
Боторыя изсл'Ьдованы Л1увиллемъ въ его журнал']^, сохраняя тотъ 
порядокъ^ въ какомъ он^ Л1увиллемъ печатались. 

"Н 4^и-Ы% х' ^ 1Г н- г'-^М}, ^^'"^-4^/^-I-4^'-^-4г^ х' -1-8(7/'-*-гг«-н 

-4-<*), а;*-ь4|/^-1-4^'-1-8^', х^^2у'^4:^^-^и\ .г^-4-2у-н-8^'ч-8Г-, 

х^^Ъу^-^\&г'-^\Ы\ х'-^Щх'-^г^-^г'), х''^у'-^2.-'-^и\ .г--+- 

-ьу*ч-4^'-н8Г-, а;*ч-4|/--1-8^^ч-16Г-, ж^-^2у--ч-16г-н-16^% а:--1-2|/'-1- 

-»-2г*н-8^^ ж^-ь2|/^ч-4-г^-4-16<^, ж'-ь2|/'-ь8^--ь16Г-, л;-»-у«ч-22''-4- 

4-8^*, а;*ч.|/-ч-4^*-ь16Г-, а.'^-ь2у'-ь2Г--4-16/-, ж-ч-т/'-ь-г^ч-Хб^, 

а;*-н|/^н-8^'-+-16<-, я;--1-у--1-2^--1 16<^ а;--^-8у^-4-8^---^-64<^ а?'-*- 

-ь8«/* -^-16-г^ч-64^^ ж^-4-82/'н 64^ 'н- 64<*. 

Вся эта масса прим^ровъ при р'Ёшеши ихъ съ помощ1Ю эллип- 
тическихъ функщй группируется такъ, что только немнопе изъ 
примЬровъ требуется решить основательно. Я не могу себ* по- 
зволить разсмотр^ть даже и немногхе основные прим'1ры; но 
это и не требуется, такъ какъ способъ р-Ьшенхя вс^хъ этихъ за- 
дачъ одинаковъ. Поэтому мы ограничимся приведенхемъ двухъ, 
трехъ прим4ровъ. Зам-Ьтимъ еще, что для р-Ьшешя прежнихъ за- 
дачъ мы употребляли исключительно эллиптичесшя функц1и ар- 

тК-^пКг ^ ^ 

гументовъ вида ^ , теперь же будемъ употреблять и ар- 



тК-^пКг 

менты вида т . 

4 

Для опред'Ьлен1я числа р'Ьшен1й уравненШ а:*-нг/*-*~^^-ь2<'=п, 

а5*-ь2?/*-ь2^г^-4- 21^=п и н-Ькоторыхъ другихъ важно знать вели- 

чины-;;^ДА')у'1-ьА:', гд-Ь ДА') ращональная функщя отъ у А:'. Вы- 

ведемъ одинъ рядъ, выражающ1й одну изъ такихъ 1^еличинъ. 

созаш— — I- Л ат 



^^,. ^. ^ 2 - -"- 2 (1 -ь V /.)у 1-+ ^' 



=(1-» А;)(1 -»-\ к) — {к *-\ к)\ 1-»-*; 
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„ К'г К'г , КЧ 

^. саз'ат— сое ат-д;- +-А о»»-^- 

8гп'ат—т- — 1-ьсо8 ат-;г- 



— -\1^ат^. Уат—г- =—^ {к -*-\^ к)\ 1-ьА;. 

Зах']&нвиъ въ последней формуле д черезъ <;'; тогда съ по- 
мощью Ландеповскихъ формулъ легко вычислить, что вырахев1е 



ВК 



^(й-+-у/Л)у'1-ьЛ; 



запенится выражев1емъ ' 

ЩХ^{1-к')\^'Г^Ж 

1Сг 
Исполнимъ т^Ь же д-Ьйствхя съ рядами, выражающими ^^ат -— и 



Л'ат— : — . Мы им'Ьемъ 



4Х-' с^тг^ охг... ^ ..^г 



Г--1 



т-г %-г -г г 



Ш*1.. ЪКг ,.. К'ц ,\\г(а' —д* -д- -*-д* ) ,_, 
__{Л-а»г--^ Л-ат— ^=42_,--^ ^-^-ф ^-^ ; (16) 



^у 2 



«N3 



^^1-*■)V/I:н^=42]'^<':=';:^:^:л'^). (1,) 



Г=4 



Задача 1. ОпредЬлитъ число рЬшешй уравнешя 

Для этого требуется найти рядъ по степенямъ г/ для выра- 

2К' л 



жешя {♦•з'(0,г)'*з(0,а') = — 5-у2.\/'1-ьА'. Легко видеть, что 
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—у- Л' V 1 -^к' = ^ксоз ату—-*- К' г ) Л а»л ( — -ь К' г \ 

Всл4дств1е этого получаю формулу: 



Г=0 



"'^Ь 1=^^^^^ • 



(19) 



2 

Г=1 



Теорема 1. Если п обозначаетъ число вида 8к=^1, и если мы 
равлагаемъ его всячески на два множителя пшкъ, что п=^с1б^ и 

о 

г— 1 

обозначаемыо^(п)=^/ ( — 1) * й, то число ргьшенгй уравненгя 

аг*-ну--н^^-н2^*=;? будетъ бсоДп). Если же п число вида 8А;=ьЗ, 
то ргьгаент будетъ ЮсоДп). 

Доказательство. Въ формул* (19) посл-Ьдеяя сумма *да- 
отъ для всякаго нечетнаго числа 8со,(п): первая же сумма даетъ 



д'^1 



— 2с«^(л)= — 2 У( — 1) ' (I. Следовательно рЬшенШ вообще 8со,(п) 

— 2со(п). 

Пусть теперь с1 им'Ьетъ последовательно видъ Вт-н!, Вт 1-3, 
8т-»-5, 8?;г-+-7; тогда 

при п=ВЙ'ч-1 с им'Ьетъ видъ 8т-ь1,8тн-3, Вт-ч-5, 8т-ь7, 

при п=--В/:-1-3 с им'Ьетъ видъ Вш-нЗ, 8^/«-ь1, Вт-»-7, 8т-4-5, 

при п=8й'-ь5 с им'Ьетъ видъ 8^л-»-5,8шч-7, Вт-*-1, 8т-*-3, 

при ^;=ВА'-1-7 о им'Ьетъ видъ Вт-н7, Втч5, Вт-» 3. Вш-4-1. 

Отсюда заключаю, что при п=8]с^1 

а'—1 «'—1 

(-1) • =(-1) » , 



I 
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а при п=8А;=ьЗ 



а'—1 «'— 1 



(-1) » =-{-!) 






ЧТО доказываетъ теорему. 

ТаюЕшъ же образомъ докажется другая теорема. 

Теорема 2. Если п=2^т, гдть т число нечетное, то число 
ргьшенгй уравненгя а?*-+-у'-ь^г'^-1-2Г*=л будешь 



о! 2^^=— (— 1) 



т — 1 V 



соДт), 



гдть со^ (т) та же числовая функцгя, что въ предъидугцей теоремт. 

ДМствительно, первая сумма даетъ то же, что и для нечетнаго 
л, а во второй сумм* можно брать дробь только при г=2^8^ гд4 8 
нечетенъ; а это даетъ 8.2*со,(>?г). 

Задача 2. Найти число р'Ёшешй уравнешя 

а?'н-22/'-«-16.^^-|-16*-=8/-1 3. 
Для р%шен1я этой задачи требуется выразить въ вид'Ь ряда 

=4*«(о,2)«%(о,гО!Н"ХО//)-ь~9до/у);),(о,2-^);и(0/^)н-|а.до,г>г,(о,2). 

Посл^дшй членъ даетъ, какъ коэффицхентъ при д**"*"', сумму 

2/^( — 1) * г, гд4 г всевозможныя положительныя решетя урав- 
нешя а;*-+-2у'=8А;-+-3. Выражеше же 

ЗамЪнивъ въ этомъ выражец1и (/ черезъ {;^ обратимъ прсдъиду- 
щее выражеше въ 

4^2 ^.{^^Ук'-к'-к\ к')у' Т-к: 
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Въ формуле (16) зам'Ьню ^ черезъ ^^: 



5^ гУ' . ^1^ 



Ш1\^г-,),х^^..(г^,), х=1г\^4.1 ^^' -^[^, -^' > 



Съ П0М01Ц1Ю равенства (17) получаю 



« 1(8г— I) ?:(«г— О 1гвг— 1) 1(гг— 1)1 

Ю{1-^к')х/ 1-к' ^у (2г-1)У ~д^ -д- -^д'- | 



4 А'* :; Г7 4Х%, 



Чтобы получить отд-Ьльно — гу1 — ^' и — г-й;\/1 — А', опредЬ- 

71" и" 

лимъ выражен1е 

Ю\^1, к^ к К\2,, , 



ксо8 ат--Д ат-^7= — |— й'у 1 — ^Л' 



7Г« 2 2 :г^ 

2Г — I 



_.„У(^^|^,„(?!^'= 



=у'2У' 



ВгЧ-< 8 г -4 3 К г 4- ■'» ^г4-" 



у^Г (8гч-1)д * (8г-ьЗ)у ^ (8г-4-5); ' (8г-*-7)д * 



^}.(21) 



4^г:' 



Съ помощью уравнений (20) и (21) найдемъ рядн для -^тгУ' 1 — ^' 



4й:* — 

и -;^А;'у1 — ^'* Если въ этихъ рядахъ замЬнимъ ^ черезъ — д, 

4:К' 4:К' 



ТО получимъ ряды для — 5-й\'йу1 — ^' и для — -\ к\ 1 — Л'. Та- 
кимъ образомъ я вычислилъ 

т.(8г^ьЗ)г^' у. (8г^5)д-"^-^" у (8>--.-7)/-'"-^^' 
Сопоставляя все указанное выше, выводимъ теорему: 
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Уравненге х*-*-2у^-*-16{г'-*-1-)=8к-+ 3 имтьетъ 

2;(-1) « сг-4.22^(-^) -^ г 

ргьшенгй^ гдть с1у о, и^ г суть всевозможныя положишельныя 
числйу у довлетворяющгя равенства Мб (^с=:8й:-^3 г^г-ч-2м'=8А;-+-3. 

§ 9. Прхемы, которые мы до сихъ поръ употребляли, могутъ 
иногда быть зан'^^нены съ пользою другими прхемами. Какъ при- 
м-Ьръ несколько иныхъ, ч-Ьмъ выше, соображен1й, приведу одну 
задачу Лхувилля. 

Задача 3. Определить число рЬшеи1й уравнен1я 

1Г» ттг 

-ь з^ё^^ {0,ГЯ '(0,2) (1 ч-к')^Т-1^^^. 

АК^ — 
На страниц']^ 37 уже опред4ленъ -^з" \/^5 второй же членъ 

предъидущей суммы получается изъ перваго заменою ^ черезъ 
— ^. Такимъ образомъ легко получаемъ 

г=о 
с8г4-5 7 8ГЦ-7 ^ , ^ , 



|«Г+ 10 






1-3 



1Ц(-1) ? (2г-»-1). 
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Остается еще выражен1е 

2^^.(0,2*)*, Ч0,з)(1-ьЛ')У^(1-А')У'*'. 

До сихъ поръ мы всегда старались теты съ разными аргумен- 
тами выразить черезъ д^ДО^д) и черезъ функцш к и /:'; зд'бсь мы 
поступимъ совс^мъ обратно: а именно вычислимъ наше выраже- 

ше черезъ теты и ихъ производныя съ аргументомъ -^. Изъ фор- 

мулъ (12) находимъ 

Введу теперь въ вычислеше ^^Ч^)- 

.. С08 ашх ,. (соз^атх' — зт^атх^^атх' , , . « ч) 

1гт =1гт { ; — ,^ . . -, : (соз'х — 8гп Х)[ , 

„ сазх -( 1 — к'згпатх ^ ^) 



2 ^^ 



л, . ^КХ 
ГДЪ X = 



1Г 



, . С08 атх 2К / згп атх ^ашх 2Кк 

1гт = — / : = . 

„ совх '^ I п ^^^^ '^ 

2 -^2 

Зам']^ню эллинтичесшя функцш черезъ теты-фунвщи: 

= ььш ' — 

(С08Х — 8%ПХ 






згп - 
4 
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*.©*''©*Ч1)*''(-:)='"^*^- <-' 



Зам'Ьню въ формуле (22) ^ черезъ — ^: 



*.а)*'.а)-».©^-©=^#^- <-> 



Изъ равенствъ (22) и (23) выводинъ 

«'. (I) = ^ ^^ '(0,г)(1-А')^Г=Гу Л'. (24) 

4;^ ^'^,(0,2«)е,'(0,2)(1-«-й')^1"=А^Л^= ^^{^.'^^,(0^') 
= ^2^ I (-1)Ч2гч-1)/^^^^>'^^о«(2г^1)| 

Я=— СО г=о 

Сопоставляя дв'ё выведенныя нами формулы, получаемъ теорему: 
Ураененге 

им1ьетъ 

рньшенгщ гдгь гик всевозможныя полооюительныя чусла^ удовле- 
творякщгя равенствамъ г*-ь48*=8А-+-1, /г'-+-2и^=8А;-4-15 при чемь 
одни и тть же г и к, соотвтыпсшвующге р(1зличнымъ 8 и щ должны 
есть входить въ сумму; й — всевозможные дгьлишели 8А-4-1. 

§ 10. Въ IX и X томахъ 2-ой серш своего журнала .Нувилль 
011ред']&ляетъ число ц']&лыхъ р'Ёшешй для простМшихъ квадрат- 
ныхъ уравнен1й съ 6 неизвестными, коэффищенты которыхъ суть 
степени 2; при прим']^нен1и эллиптическихъ функц1й задачи ети 
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раарЬшаются съ помощью формулъ Ландена. Не д-^^дя задачи на 
группы, привожу ихъ въ томъ порядке, въ какомъ он'Ь напеча- 
таны .Нувиллемъ. 

-ь4г-, ^--ь4(у--н^--*-«*-ьм--«-г*), а;*ч.|/-1-4(^'-*-г*ч-«4*-*-г*), х^-^ 
^н2|/--ь2^--«-4(«--ьг«*-ьг^), а?*-1- у-н- ^*-4- 4(^*-н гг*-^- г*), а?*-«-у*-*- 
-|-2^--ь2^^н-4г**-1-4г^ а?--ьу-~|-^^ч-«*ч-4г^--ь4г*, ж--нз/*-»-я*-1-2<'-*- 
-«-2и*-1-4г-, :г;*н-2/--1-^'-ь<^н-г^^~ь4г-, а?^-*-4(у-ч-г?'-*-^'-ч-г*0-»-16гЧ 



Но прежде этихъ задачъ, конечно, былъ изсл'Ьдованъ вопросъ 
о числ']^ разложешй даннаго числа на 6 квадратовь. Очевидно, 
что МН0Г1Я изъ предъидущихъ задачъ Лхувилля им'бютъ т']&сную 
связь съ задачею о 6 квадратахъ; такъ, одна изъ задачъ требуетъ 
сосчитать только т']^ разложеп1я на 6 квадратовъ, при которнхъ 
5 изъ квадратовъ четны, другая, — чтобы 2 квадрата были четны 
и т. д. 

Прхемы при разр'Ёшеши всЬхъ этихъ задачъ отличаются отъ 
прхемовъ, употреблеппыхъ выше, только т'бмъ, что надо искать 
эллиптическ1я функщи, у которыхъ безконечности тройныя, если 
только задача пе разрешается съ помощ1ю только Якобхевыхъ 
функцШ. 11о прежнему аргументы эллиптическихъ функцШ будутъ 

вида 2 . Ограничусь п на этотъ разъ 3 примърами. 

§ 11. Задача 1. Найти число рЬшешй уравнен1я а?'-1-?/*-ь;зг*-1- 
-^Ь^-^-и^-^г^^^п, или не указывая, как1я изъ перем'Ьнныхъ должны 
быть неирем'Ьнно четны, или указывая. Для р'Ёшешя этой задачи 
должно разсмотрЪть суммы вида: 

2Кх 

ТригонометрическШ рядъ для У'ат — ^ продифференцируемъ 

разъ, а для А ат—^ два раза; тогда получимъ 



• к 



— 47 — 



С — ) А 5ш сип соз ат Д от = 8 / :; — ^^ згп 2гх, 

\ т. у т. т: г. ш1 — 2 

(2К\\,{ , 2Кх . , 2Кх\ , 2Кх 

( — ) к^ I соз^ат згггат )Д ат 

\1:/\ тг тс/ г. 

Въ первой изъ этихъ формулъ положимъ сначала и; = ^ ? ^ ^^* 

томъ а? = 2 -'^- -к^ у во второй положимъ а;=0, а потомъ въ полу- 

ченномъ результат'Ё зам^нимъ (/ черезъ — (/. Такимъ образомъ 
получаемъ четыре формулы: 

(Щ\^^'>=»1(-1Г-' ^\-%'' , (25) 



Г=| 



(^)(1-.=)=16^й^, (27, 



г=и 



оо 



. (^)>--.')=1е2:ьа^. (28) 

Если мы въ формулахъ (25)^(38) зам^нимъ ^ черезъ ^*^ то 
иолучимъ только дв'Ь различЕыя формулы: 

(И) \1н-Л') ^Л^=4-1б2](-1)'^^^=^Й^ , (29) 

Г=1 



а» „00 



г— I Г— 1 
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Наковецъ возьиемъ сл1»дующее выражев1е: 

(?^Уи=«',(Ой)' 

Г, Ягг=„ 

Семь равенствъ (25) — (31) разрЬшаготъ нашу задачу, если 
въ (31) зазгЬнимъ д черезъ (/*. 

= 1б2;^^(-1)^^Т2г-*-1)(2.5ч-1^/=^'''^^^'^>"^^' . (31)' 



Г, Л=0 



Д-Ьйствительно, эти семь равенствъ даютъ н^мъ возможность опре- 
делять семь рядовъ, вБфажающнхъ 

а сл'Ьдовательно мы всегда найдемъ рядъ для произведенхя 



Мы видимъ, что число р']^шен1й выражается числовыми функ- 
щями двухъ родовъ: въ одн^хъ фуикщяхъ берется алгебраическая 
сумма отъ квадратовъ д'Ьлителей даннаго числа; въ функщи же 
другаго рода берется алгебраическая сумма произведешй всевоз« 
можныхъ р'Ьшен1й уравнеп1я 

(2г-^1У-л-(28-^1У=2п (или а?'-*-у*=4пч-2). 

Вс^ функщи, какого бы рода он']^ ни были, въ сущности полу- 
чаются посредствомъ одного и того же алгориема: разложен 1я 
числа на первоначальные множители и потомъ комбинирован ш 
этихъ первоначальннхъ множителей для составленхя различных ъ 
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д&пггелей даннаго числа; тожьво а1я фушщШ перваго рода ахи 
первоначальные делители действительны, а для функцш втораго 
рода они — Гауссовы первоначальныя числа (теорхя Гауссовыхъ 
чнселъ изложена ннхе). 

Д1^ать выводы о числЪ р^шетй вое!(ъ шести уравнен1й: 
ар«н-у«^4йг*н-4«*-4-4и*-ь4г*=л, а?*-ь4у*-4-4я*-1-4<*-ч-4|**-ь4г*: 



ивлншне; ограничимся окончить задачу для первыхъ толькэ двухъ 
уравнетй: 



(Ж)^^,^,^Ы}:^^:1^г.^^^ . о.. 



Пусть 



г 



(т)=2(-1)^ег*, 



при чемъ мы преднолагаемъ т нечетнымъ и раснространяемъ сум- 
му на вс^ д&штели числа т. 

Пусть п=2'^т. Коэффищентъ при ^'' во второй сумм* (82) 
будетъ 16.2'*Св(т); коэффищентъ же въ первой сумм* при 
ш=4Л-н1 будетъ — 4;,(т), а при т=4А-ьЗ будетъ -♦-4:^(|н). 
Такимъ образомъ имЪемъ теорему: 

Уравненге а?*-1-у*-1-я*-ь<*-ь«*н-г'=2''(2л-1-1), гдп % или 0,и^м 
полооюительное цтмое, итьеть 4{2*^+*— (— 1Г(^(2п-ь1) рмие^- 

Число ц^лыхъ р4шешй уравневая а?*-4-у*-^^*-4~**-4 и*-1-4|;*=л 
можетъ быть выведено изъ равенства: 



«^«Г— 1 ж-, л.*/»*" 



|^(1^^^)=.^2 Х'-";у-':^ ^ в>:^ 



~*Ь 1*8"- ^^ 1+в" 

^ 4У ^(-1)-(2г-.1)(2.*1)4''**"'*'**"'. (3») 
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Будем», ради вратвоетв, ■ ушмгреАштБ «1фдзгющ1я ибозйлчвтя: 

•Й(8п-ь2)=5Т(-1)'''"(2г-^1)(28-^1), 

раеороетран^ суйнп ига вс%^ п(И1ожительй1Гя ц&[ыя рФшев1я 

9^(2п-ь1}=:(— 1)'^г;Д2п+1). Первая сумма равенства (33) ^цша 
при п нечетномъ коэффищентъ при 2^, -^2^^{п)^ и вообще, есдм 
п=2*(2т-*-1), то коэффищентъ при ^^ въ первой сумкЪ будетъ 
-^2^^{2т-*г1)^ Йусть п==2*(2тч-1). Вторая сумма при ^^ даетъ 
коэффищентъ 2** "^'^5(2^4-1). Третья при а=1 даетъ -ь2?,(2т-ь1), 
при а^!, — 2(р,(2т-*-1). Четвертая при а=1 даетъ -*-8!Г,(2тн^-1), 
при а>1, _8.2*''-*Г,(2т-ь1). 

Теорема. Число цпфыхъ ргьшенгй уравненЫ а?'-1-у*-1-;8г'-*-;*ч- 
-ьг**н-4г;*=п П2)1л п=4Л-ь1 равно 6!^^(4Л-*-1)-ь40(8Л-#-2), п/ж 
п=4А-ч-3 |>а^но 10(^2 (4Л-#-3), пр» п=4/^-ь2 ^гьшвшй 40!^2(2Л-1-1), 
а|р|« 1а=2''(2Л-*-1), ьд9ь а>1,|)пл«ешй {а.2'*+ '— 4(~й>^К^(^-«^1)• 
3 а д а ч а 2. Число ц-Ьлыхъ р-ЬшенШ уравн^тй* л'^ч-у'-^-^^'ннг*-»- 
-^и^-^2л)^^=^г^ мшивЕо «пред^литьу рмсмотзИЬт выраженхе 



«1т 



г^5^ 



2^'-' 



выражеше это выводится изъ формулъ (26) и (27). 

§ 12. Задача 3. Определить число Ц'Ьлыхъ р-ЬшенШ а?*-»-у*- 
-#-^--|-^*-4-|г*-*-2г;'=п. Разсмотримъ 



^ло.,)ь,м)^т'у^ 



Продифференцируемъ два раза формулу згп аш и одинъ 

разъ —^Ёк'ат^-ц-: 
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I -^ \ шп ат 1 Д'аш *-ксо8 ат—^ \ 



а»*— 1 



1 — I к^згп ат ]) - •сов (!111-^;^Д ат — ^=^/,т — ^-^п2гх. 

Въ первомъ равенств* положимъ а?=2:-ьте., а во второмъ -^^ 
■ д^ ; два посдЪдше результата сложимъ: 



г=о 



8г + б ,„ „ч, 8г + 7 



(8гч-5)'а ( 8г-1-7)У • 1 

~ 1— }»'•+» 1— ^•'■+' )' 

Въ поел^1Дней формул* зам^нимъ д черезъ ^*: 



-:: — ю — '^к — п^~}=о^/ 5 









г=.о 



4* 
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Пус1ь п^=2\2т'^1)^ а с? и о представляютъ всевозможнЕиг 

лоложительныя р4шен1Я уравнен1я с?с=2ш-ь1. Зам^тивъ, чта 

л— 1 л^— 1 

что первая сумма даетъ при ^^ коэффищеитъ 



а вторая сумма- 



Будемъ, ради краткости, писать: 



Ш^тУ'х'"- 



Ч2я»-1)-2](-х)<''- 



Теорема. Чисю цплыхъ рлшенгй уравненгя ж*-» у*-*-^*-*- Ь* 
.е«»-ь2г;*=2"(2т-*-1)(«&0) равно 



1Ь"*-(2^)Ь<^"'-'>- 



§ 13. Въ 4, 5, 6, 8, 9, 10 и 11 томахъ 2-ой серш своего жур- 
нала Лувилль разсматриваетъ, опять съ той же точки зрЪв1я, про- 
ст'1йп11я формы съ 4 и 6 переменными, у которыхъ коэффвщенты 
составлены изъ 2, 3, 5 только. Привожу зд^сь списокъ этихъ 
формъ, при чемъ для краткости буду употреблять обозначен]я: 

Томъ 4: (1, 1, 5, 5). 
Томъ 5: (1, 1, 3, 3). 
Томъ 6: (1, 3, 4, 12). 

Томъ 8: (1, 1, 1, 3), х'-^ у'-^Ъ''^2л1^21\(1'^^у''^-2'-л-г1-лг1\ 
(1, 1, 2, 6), (1, 2, 2, 3), (1, 2, 4, 6), х'^:су-^у^'Чгг'^г1^1\ 
(1, 1, 1, 12), (1, 2, 2, 12), (1, 1, 4, 12)Л1, 4, 4, 12), (3, 4,4,4), 
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<1, 1, 3, 4), (1, 3, 4, 4), (2, 2, 3, 4), (1, 4, 12, 16), (1, 3, 6, 6), 
(•2,3,3,6),(1,3,9,3), 2х''^2ху-*'2уУ^В (г'^{^),х''^ху'^уи-Цг'ч-(^), 
ХЗ, 3, 3, 4), (3,3,4,12), (3,4,12,12), (1,3,3, 12), (1, 3. 12, 12), 
(1, 12, 12, 12), (3, 4, 12, 48), х'-^ху^у'^2[е^'^гЬ'^1'). 

Томъ 9: (1, 1, 1, 5), я;'-ну*-*-2^*-»-2^ч.З<*, (1, 5, 5, б), 2а?'-4- 
-^^ху-^Ъу^-^Ъг^-^Ы^ (1, 1, 1, 1, 1, 3), (1, 3, 3, 3, 3, 3), х'^ 
^у«н-;г«-ь<*-4-2(«*'-^-«|«?-^«?^),2(а;'-4-а?у-4-у')-нЗ(у'-4-«*ч-««^!;*),^ 
н-^^«-♦-2(я'-ь;е^<ч-«*)-нЗ«**-^Зг;V*-^г^*-•-2у^-*-2^*-н3^^т*-на?^(ч-у*ч- 
-#-6(^* -4- е1 -4-<*),2(я?* -^ху-л- у') ч- 3{г' -*- а1 ч- (^х'ч- ху-^у^ч- 
ч^Ъ{г'ч-е1ч-1'\ (1, 2, 3, 6). 

Томъ 10: (1, 1, 5, 5), 2г'*2х^^-*-Зу'-ь2^' -1-2^-нЗ^', (1, 1,9,9), 
2х'ч-2хуч-Ьу'-^2^'ч'2г1ч-Ы', (1, 1, 6, 6), (2, 2, 3, 3). 

Томъ 11: а?'н.2у*ч-2улг-ь2;^^-4-15г*,22;*-#-2а?1/-нЗ(у*-ь^г«-н^*),Ззс*-^ 
-4-5у»*10(^^-н^г-ь^*), 2х^ч-2ху'^Зу^-^1Ъ:г^ч-1Ы', х^-^2у^ч-2угч- 
2г^ч-%1\ (1, 2, 3, 3), 2а?^-#-31/*-ь4^*-4-4г«н-4<*,';(1, 2, 6, 6). 

Надо однако зам'Ьтить, что не для вс^хъ этихъ формъ Лхрилдь 
умЪетъ найти число изображен1В числа п черезъ данную форму; 
такъ, напримЪръ, Л1увилль не ум']Ьетъ найти точное число рЪшешй 
уравнеши а;'-1-2у*-ьЗ-8г'-ь6^'=п въ случа^Б нечетнаго п. Р']&шая 
эту задачу эллиптическими функщями, я тоже встр^тилъ затруд^- 
нен1Я, о которыхъ въ настоящее время не могу сказать, устра- 
нимы ли они или н^тъ. Р'&шеше задачъ, перечисленныхъ нами 
выше, приводится къ выражещю нЪкоторыхъ произведешй функ- 
Ц1й-тетъ черезъ ряды, расположенные по степенямъ ^. Функц1и- 
теты щЬютъ при этомъ различные модули: ^^ ^^^ д^ ^% ^\... 

Въ задачахъ, въ которыхъ коэффищенты формъ были сте- 
пени 2, мы искали эти ряды, большею частью, стараясь вы- 
разить произведешя функщй-тетъ черезъ функцш к и У и 
ища эллиптическую фунЕЩЮ, частное значенхе которой есть 
разсматриваемое выражеше; отъ такого способа мы отступали 
только въ томъ случае, когда задача могла быть рЪшена съ 
помощью особыхъ функщй, допускаемыхъ Лхувиллемъ и зави- 
сящихъ отъ нахождешя вс^хъ рЬшенШ уравненШ вида ж*-н2'"у*=п 
(т можетъ равняться нулю). При р%шен10 тЪхъ задачъ мы 
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дользовадись формудами Ландена. При рЪшеши разсматриват 
емыхъ теперь .нами задачъ преакде всего мы додчшы о(^атдться 
къ форнудамъ преобразоваща; эти форнуды дадутъ намъ воз-^ 
ножность выразить изв']&стное выра&еше черезъ фушщш од- 
ного и того же модуля. ДалЪе, опять можно искать такую эд* 
липтическую функщю, частное значеше которой есть разсматри- 
ваемое выражеше. Эта эллиптическая функц1я должна быть осо- 
баго характера: если д&[о идетъ объ уравнеши съ четырьмя не- 
изв']&стными, то функцхя должна им'Ьть только двойныя безконеч- 

ности и только вида -^, гд^ Л постоянное числовое, а 5 беэко- 

вечно малое; если въ разсматриваемомъ уравнеши шесть неизв']^ст- 

ныхъ, то безконечности доджны быть тройныя^ вида — з • 

Найти приличную эллиптическую функц1ю составляетъ глав- 
н'Ьйшее затруднеше при р^шенш задачи. Въ нЪкоторыдъ рЪд- 
кихъ случаяхъ это затруднеше разр-Ьшается очень просто. Д'Ьло 
въ томъ, что въ формулахъ преобразовай1Я функщя модуля к 
обыкновенно выражается въ эллиптической фунщш н^&котораго 
частнахю аргумента; иногда достаточно этотъ частный аргументъ 
аам^ннть н^опред&кендымъ аргукентомъ, щщри^^ръ^ п случа'Ь 
формы а?*-ну-'*-Зя--1-3<^ Иногда, удачно выбраэъ фуявцш) й, 
не входящую Н]епосредственно въ ходъ р^^щешл задачи, достаточ- 
но бываетъ въ этой, посторонней на первый взгладъ, функцщ ча- 
стный аргументъ ^замФнить -. неопредйдернымъ (случай а?*-!-^*-*- 

Во всякомъ случае на предъидущ1я соображен1я не сл^^дуетъ 
смотр'Ьть, какъ на описаше способа, всегда приложимаго., 

И зд<Ёсь достаточно разсмотр^ть только н^которыя основяыя 
задачи, чтобы ум^ть р']&пшть всю массу внписанныхъ примЬровъ; 
однако же и оеновныхъ прим']Ьровъ цд столько мдого, что мы нэ 
можемъ ихъ всЬ разсмотрЪ^ть, а ограничился в задатми. 

§ 14. Задача 1. Чтобы определить число ц^лыхъ р^шенШ 
уравнен1я а;*-ьу--+-8(5*-1-<*)вл, разсмотримъ выражеше 
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— т-5ш*ат Д'ат : соз^ат 

к ' 

разрешить нашу задачу. ДМствительно, 

. , 2Кх^, 2Кх) ^, 2Кх 

4л* тс тс 4а* тс 4л \ 2 2ла? 

•^^^ Г"2^ — """^ ~7"1^""^ "^"^ 

соз^аш соз^ат 

тс тс ... . 

4^Г,, ., /2Кх ^ ^Д 4^Ю^, 2Кх 

тс* \ тс /тс* •% ■^' ■ 

Теорема. Число ргьшенгй ураенешя х'-^у^-^Ъе^-^-Ы^ 
=2.''3^(6п±1), въ которомъ ^ и ^ ^0, равно 4Ф(6п=*=1) вь слу- 
чать 0=0 и 



4(2^+*— 3)Ф(6л=Ы) 

еъ случаП) а>0; Ф(«) обозначаешь сумму всгьхъ дтьлителей.числа п. 
Задача 2. Сколько р^шешЙ им^етъ уравнеше 

х^ч-ху-*- у--^е^-^^^Ч'1'^=п? 



1Ш 



4а;'-1-4ау-ь4у*-|-4«*-ь4^зг<н-4<" 



2 



(гжн-у)'-»- Зу«+ (24Г + <)'-н 3<» 



Ц{ *, (О,?)*, (0,д')-ь^(0,д)* (0,2') } '=1,<^з Л0,2)8, Ч©,?') 

-ь|*,'(0>-3)»,*(0,-2')-ь |*,(0,2Ж0,д')0(0,2)»(0,д') . 

Первыя два произведешя опред-Ёляются въ задач*! 1-й. Если-же 
въ выраженш 
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гд% V то же при ^^ что Ь^ при $, зам'1нимъ д черезъ д^ то по- 
лучннъ 

\^ '(О,?)*, ^(0,г')(1 ч-А;')(1-4- Г)^. ^^=*з Ч©,?)», '(0,2') У^^ ' 

=*п(о,г)»(о,г)»з(о,г')8(о,г'). 

я считаю излипгаимъ продолжать эту задачу. 

§ 15. Задача 3. Опред&гить число ц'блыхъ р'ЬшенШ ура- 
внетя а;'-ну*-1-^2?'-1-5<'=п. 

Эта задача находится въ тесной связи съ другою: опред&1ить 
число ц*лыхъ рЬшевШ уравнен1я а?*-1-5у'-ь5;ег*-#-б<'=гп. Форму- 
лы преобра8овав1я даютъ намъ, если обозначинъ 

ТС 1. 

ЪЬ 1 5 5 5 5 

'к~м~ ; ш ; Ш 

сов ат-г- С08 аш -—- 
о о 

Чтобы воспользоваться формулами сложешя и вычитан1я эллип- 
тическихъ функц)й, опред4лимъ-^ — 1: 

- С08 ашг-^соз ат-^у 1 — к^зт^ат-^ згп^ат -^ I 

ж~^^ ; 2к ; 1К 

соз^ат -г- соз^аш -г- 
о о 



( 1 — к^ згп^ат-г-згп^ат — ) 

2К Ш 

С08 ат-:г- соз ат -^ 
о 5 
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{^-V^ 



м 



5 5 5 



\ 4.КГ ,, . , 2К . , 4К\" 
^ат -^( 1— й;*5т^а1п-^5гп*ат-г- 1 



б 5 






б 5 5 

о 



=(«п«аш^-вт'ат^(л*ч- _-^^_--^^). 



С08 ат-=-со8'ат _ 
5 5 



2А' 








Ташшъ обравокъ получаенъ 









^п от -е- згп *ат , " г=* • 
о б 



^^10 ^^ То ^* 



^11=р(;^'-5--'^"Г/' 



(^!^-^)у/*^=^-Ех:^(в) 



Г=1 



ос 



^24^5 ■ («) 



1-2 

Г=1 



— э8 — 



Символъ (^)=0 при г^0(ш€1 5), -ч-1 при г^^1{тос1 5) 
и — 1 при г^^2{тоЛ 5). 

Шмъ требуется определить отдельно — V -^-т- и -^ у — з- > 

а потому должно вывести; еще одно равенство. Пусть Ь' то же 
для 2\ что К' для ^\ тогда им-Ьемь 

^ ]^ 

. , /21г' ,Д . , /41.' ,Д^, /2Ь' ,Д ^, /4Х' ,Л 



сов'аш 



/22.' ,Д , /4Ь' -, . 



5 5 5 5 

саз ат —г-соз^аш — т— 
о о 

Легко теперь сообразить, что (-та — 1 ]-у^мажетъ падучить- 

ся изъ ( ^г/***^! 1 , если к завсбнинъ 1^ аргунентъ К черезъ 

ЬЧ, а Кг черезъ X и если изм']&нимъ знаки у вс:Ьхъ члецовъ 
второй части равенства. ') Такимъ образомъ получимъ 

1 

/1 1 \ 1 ,2 . > 2X4 " , . , 4:Гг 
Ч-Я^ /у/-Я^ 5 5 

-» ? ^^8^ат ( —^ — •- Ь'г -*-Ь \ —Рсоз^ат ( — — ^ЬЧ-^Ь ) 



,« . 2 ^ 2-^'^ ,, . 2 42>'г -4 5 / ^ Х'г" 



—Рсо8^ат1 Ь 



(-^) 



(Х. ?^); 



') Переи:1^на знака происходитъ всд^ств1е швлеченхя корня изъ ЛГ. 
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С08 — =-т сое- 






С08 



( ггХ'г\ ( 8пгХ'«Л1 



^^ 1— </""• 



(35) 



•5=1 



11о]шожимъ равенство (35) на 5 и сложюсъ результатъ съ (34): 

1 

X а в /— ^ 4- оо ^ 



«> у. л 



Г=1 



_д="-— д1'--Ь<г"-) 



Г= 1 Г= I 

^ (_1)>(д""— д**"— «•'■-♦-о"") . 

Г=1 

Пусть п число нечетное и вида 5^т, гдЪ ш не делится на 5. Пусть 
т=Л8. Первая сумма (36), очевидно, дастъ коэффицхентъ при ^^^ 

нбвавнсимый отъ 5, именно 7^(^)^'^(^)2^(5) ^* Третья «6 

сумма дастъ коэффищентъ, зависяпцй отъ 5, ибо г непременно 
надо взять д'кляпцйся на 5^; этотъ коэффнщентт будетъ 

б^"*'*д( - )й. Итакъ, если л нечетно и равно Ь^щ то равсма- 

'ц^1/:^цре урданеше им'Ьетъ ц&енхъ р^щещй 



— 60 — 



Пусть теперь п=2*.5^т, гд-Ь ш нечетно и не кратно 5, ^^0, 
0^1. Первая сумма дастъ намъ 

Вторая сумма дастъ ц%лый рядъ членовъ, а именно 

(|)2(|)<*{2''-'(-1)— -ь2"-(-1)"- +...-2-1} 

==1{<_,п..,)(«)2:(|).. 

Следовательно об*! суммы дадутъ 

1(_,г(|)|2--(_,)..5)2]ф.. 

Третья сумма дастъ 2". б^"^*2.(^)ег, четвертая яье сумма 

Следовательно третья и четвертая суммы даютъ 

Такимъ образомъ, если п:=2^. 5^. т, то коэффищентъ при ^^ 
въ (36) будетъ 

||»^--ь(-1)"(|))|2--(-1)-5}2;(|)<*. 

Теорема. Если т=10А±1 или Юк^Ъ и если 1п ^^ могутъ 
быть и нулями, то уравненк я?^-<-у'-нлг'-ь5^'=2°^. Ь^. т идггьеш» 



_:б1*- 



1(-1)." {б*-^(_1Г (I) ){2--(-.Г5}2:(|)<1 

цплы'хъ ртьшетй, полагая, что ^ и Л всевозмооюныя полао/сителЬ' 
ныя^ цплия рмаенгя ураененгя (2^=1п. 

Л^адача 4. Опред'кпить число р^шевШ уравненш 
Для этого сложимъ ураввен1я (34) и (35): 

Г=1 




ею . 99 



^ 1— З"" \,5/ "*" ^ 1— ?"•■ 



Г= 1 Г= I 



(М 



~^^ 1— д*"- • ^*^' 

Теорема. Число цгьлыхъргыиенгй ураененгя а;*-*-5(у*+-^*-ь<*)= 
2^. 5^. т, к}п> ш ч«1С40 мв ()п»ллк(бесл на 3 и на 5, еыраоюается 
формулою: 

1(_1)." { 5^-. ,-,).(г) ) {2- . - (- .г . 5)2;(|) ,», 

%дгь Л^=т. 

Бъ частности если п=5(/=±=3, то ртьшенгй нгыпъ; ибо б'^^!, 

( — 1)* ( -.\ = |-\= — 1,такъ что въ формул^Ь будетъ множитель 

нуль. 

§ 16. Задача 5. Определить число р4шешй уравнетя 

а;*-*-|/^ч-^8г*н-^'-+-|**-ьЗг;*=л. 

СлЪдуетъ ожидать, что эта задача т'1сно связана съ задачею 
объ уравненш х^-^Зу^'^Зе^'^31* ^Зи^-\'ЗV*=п\ поэтому беремъ 
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1 1= ^ ? 1 

(Ю8 ат-^ 



вгп'ощ-о- ^л лт-«-Д*ат-о-Д аш-^ сов* ат-тт- сое' ом-^ 

\ 2К ^ 

С08 ~ аш-тг- 






2К 

С08 аш -7г- 



( 1 — А* 5гп* ашг-^ ] 



3 / 



2Л: 

С08 аш -о- 



Въ этихъ формулахъ и другихъ форнулахъ, употребляемыхъ въ 
мой задаче, буквы К^ Ь^ М т М^ обозначаютъ следующее: 

2а о /л \ 22^ о /л эл 1 31> 1 К 



2^Г . 2Л-/, ,, . « 22Г\' 
лп от -^ Д от -^( 1 — « 81П 0»»-=- 1 



С08* ат -тг- 



. . 421: , АКГ, ,, . , 2Л:\' 
_ __ 

С08 ат "5- 



^ . 2К. 2К/^, 2К ,, . , 2К , 2К\ 
2&1П ат -^Д атг^ I Д * аж -г Л вгп' аш-д- со5' аж -^ 1 

сот ат ■^- 
9 



— «8 — 

• ,, . 21Г %К ^ 2К 

=:2А; $гп аш -^-соз ат-^ ^ат ^^ 

/ 



Воепожьзуемся уапе употребхбваюк) выше формухо&): 

2ЛМ — I 81п от С08 ат Д ат = 16 / ; — ^ ып 2гх: 

\'^ / "Л т: т: ёш^Ь — д' ' 



г=вв ггзео 



Г-5^-^*1^^=е.а2:Сз),^.82:(-хг(9^. (38, 



Г=| 



гд% (я) Р^°^ нулю при г кратномъ 3 и— символу Лежандра 

при г не кратномъ' 3. 

Сд^^лаемъ н^^которыя зам'Ьчантя относительно коэффищентовъ 
при различныхъ степеняхъ ^^. 1Р|г4^ть показатель степени будетъ 
.п^=2^3^.т, гд-! т не делится ни т 3, ни на 2. Если о^О и р^О, то 

Боэффшцентъ при {'^ вь пв|шо1ч)умм1 ве*гь 8.2** У ( — ^^Гт о И*> гд4 

т=:Л^. Втораи же сумма даетъ коэффищентъ только при а>*0, 
и 8тотъ кодффнщентъ будетъ 

Сл&^^вательно при и.*жО пи'Ью коэффицгентонъ при ^'^ 



8 



т>' 



А при а>0 



|{4-+._(_1)-9}2](~1Гф^'. 



Об*! формул кг можно совместить въ одну; 



(-1Г.(-1)Л |(^) {4'+ •_(-1)".9}2](|)сг'. (39) 
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Требуется найти другое уравнеше въ помощь (38); для этога 
обратимся къ множителю, служащему для перехода отъ — къ — : 

^ * /VI 1^ ^3 ат— ^ ; сое ат—^ 

Посл^ совершенно такихъ же вытасленШ, к&къ выше, полу-^ 
чаемъ 



со ^ _ „ ее 



{1^ _ «у 1^ ^ур^ _,^ <-г)'г'^^-П ,«, 



Г= 1 Г=а I 



Пусть т не д^^тся ни на 2, ни на 3. Если п^З^ш, то коэф- 
фнщентъ при д^ въ (40) будетъ 

Если п^Ъ*.Ъ^.т и а^О, то кодффшцеятъ при $" будетъ 
8.9^{4*-4«-'ч-4«-*— ....-(-1)«4— (— 1)«}2](|)<г' 

Оба случая п четнаго и нечетнаго можно соединить вм^ЬстЬ 
|(_1)Л9^{4= + '- (-1Г9}2фсг'. (41) 



Для опредЪлевш — ^У — |- должно уравнеше (40) умножить 



4^у4И> 

на 9 И сложить съ (38); 'результатъ нотонъ делится на 8; по- 
этому коэффищентъ при д въ рядв, выражающем ъ -^т"» ^% > 



1» 1> 



будетъ 
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Теорема. У^аенете ж* -н у' -ь ;»* -ь <* -♦- и^^н 3<;* = 2\^^т 
импетъ 

Задача 6. Чтобы определить число р-ЬшейШ 7Р&вяев1Л я?*-+- 



9(у^-*-;2?*^^-Ь1*^ •п|;*)схП, должно ОПрвД^ЦХЬ гц-У^ ^-^"Т^, Л 






чеговадо сложить равенства (38) и (40) и потоиъ раад'Ьлщт^ да,. 8. 
Всл%дств1е этого для опредЬлешя числа р'Ьшешй должно сложить 
(39) и (41) и разделить на 8. 

Теорема. Уравненге я:*-ьЗ(у'-ь^*-н<*-+.«е»-|-г;*)=2'^ . 3^ .т 
=2«.3^(6А^1) имтьетг 

1(_1).«{9М-1Г(^)}{4^^'-(--1)^9}2;фег^ 

]пьшенгй, гдть Л ц $ тред^ьмкйпся ураененгемъ Л?=1п. 

. § 17* Продолжать иасл^дованха надъ квадратичными формами 
съ большимъ четнымъ числомъ перемЪнныхъ излишне, и безъ того 
ходъ такихъ изсл^довашй выясненъ слишкомъ большимъ числомъ 
прим'бровъ. Не умолчу только объ одномъ вопросе, всегда очень 
занимавшемъ математиковъ; это — ^вопросъ о числЪ разложенШ дан- 
наго числа на 8, 10, 12 и т. д. квадратовъ. 

Вопросъ о числе разложетй на 8 квадратовъ решается очень 
просто: стоить только да[фференцирова1% равенство, находящееся 

въ первой строк* страницы 47. Пусть г*= • 

( — ) {^''сов'аш!* Д* ати — к^8ьп^ати 1^^ати — к^вт^ати соврати) 



00 



= 1б211ф-г«»2г^. (42) 

'^ 5 
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■ ( 1Г ТсК'й 



2 27Г 



Сложинъ: 

Г= I Г= I 

•■ ■ ■ . ' к 

Теар.^.к а. ,Жсли п число нечетное^ то ч^сло щредспщленгй 
его ч^^ сумму 8 квадратовъ равно угиестнадцатиренной суммть 
^боеъ тжсъ дтьммпелей атою чием^. Если о/€е ^^в2^1п, гдть т не- 

устной о^^1,и'Фоли^^()т}яс\л\^дть^^с^^ деьлитем1и\чнола 



.«вв8 



т^^тр число цп^ль^дсъ ргьшетй ^1раенещяУх^^ш^2^т будетъ 



у{8"-^*^15|г7з(т). 



§ 18. Но Болросъ о цредставдеши ,^исла черезъ большее число 
квадратовъ, наскольЕо мн'6 изв'ёстно, не можетъ считаться вполк*]^ 
р^шённымъ. Въ'Э9 том'6 журнала 'Врелля (180 стр.) Эйзе&шгейнъ 
говоритъ, что число разложенхй: на 2, 4, 6, 8 квадратовъ вависитъ 






(?' 



Но 



сгЬдоватехьно 



<=0^У ^ 1— Г 

2^" 4д*' бд"' 

■*"(1-Ь2')*'*'(1н-2')' (1-Ь2Т 
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ютъ суммы степеней д'Ьлите^ цо разложенхе на,]1р рад- 

ратовъ только отчасти зависитъ отъ такой суммы. Лгувилль въ 
^Х трм^ счрегр журндла ^(2 сёрш, ^цсьмо; къ Везйв'у, сгр. |296) 

' юбъявляетъ, что онъ знаетъ только числ(^^азложёшй «а 12 квад- 
ратовъ четнаго числа, но нечетнаго— не знаетъ. Оставляя въсто- 

'рОЕ% вопросъ о 10 квадратахъ 9 займемся вопросомъ о ^^ й&|[д- 
• рашхъ. 

Дифференцируемъ (42) равенство: 

V ) [^^соз^йши Д *ат и — 1с^8гп*ати Д ^ати -^к*со8*ати Д *а9П^1 
'•^к*8гп''ати Д^ат п — ^^ш^<иписо8*ати-^кЫп''атисо8^ати 

. .Лодожимъ^въ эной форму|;1'6 посл^дователшо аг>=гО, ^^^^^^^^ '^^^к* 

(??)'(,_з,..,.,=,_,.2(=1Г^^:. 



•"*••' •. ■ . ' 1 



Навонецъ къ этимъ двумъ.ра^енртвамъ прибавимъ третье: 



(•Ш)\тс'^П^)^ 



• 






Изъ этихъ трехъ равенствъ. легко вцвести 

(2г+.Ц'.+ 






.1/^^^^(--'1)(2г7*.1Х2«ч-1.К^-»-1)(2?*-ь1)? . .', . 




5* '' ' 
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При рфшевш нашей задачи вообще встр'Ьтятся а^Ь функцшг 

г 

<т,(т>=2]й^Р(т)=2](-1) (2гн-1)(25ч.1)(2<ч-1)(2||^1), 

ткЬ т нечетное число, с2 всякШ д'Ьлитель ж, а 2г-ь1у 25 -ь1, 
2^-ь1 и 2|^-ь1 всевозножныя положительныя, нечетныя числа,, 
сумма квадратовъ которыхъ равна 4т. 

Если т нечетное число и п=2^т, то ^^ войдетъ въ первум)' 
сумму съ коэффищентомъ 2^°^^'сДт); а вторая сумма дастъ коэф-^ 
фиц1ентъ 

_{2»«-*-+-2^*-'-^....-ь2Ч(75(т)-*-2^,(т) 
25«+»_2в оз / л 24.21—2»^"^' , , 



31 '^ ' '^^' 31 

Теорема. Если п число четное^ рааное 2^т, гдть т нечетМу 
и если ^^{т)=суммгь пятыхъ степеней вслхъ дгьлителей ш, та 
число представленгй п суммою 12 квадратовъ выразится формулою:^ 



24 
31 



^{21н-5.2««+'}'^5(^)- 



Если же п число нечетное^ то число представленгй будетъ 

8с5(п)-4-16Дп). 

На странице 298 тома 9 1опгпа1 (1е Ма^ЬётаЦдиев ригев еЬ аррИ- 
^пёе8 (2 сер1я) Лхувилль говорить: <мн% кажется, трудно найти 
что нибудь вполне удовлетворительное относительно числа разло- 
жен1й нечетнаго числа на 12 кв4дратовъ>. Такъ какъ однако онъ 
въ своихъ р%шен1яхъ допускаетъ функцш, зависяпця отъ нахож* 
дешя р'Ьшен1й уравненШ а?*-ьу*=п и а?^-ь2у*=:п, то отв4тъ, дан- 
ный выше и ВВ0ДЯЩ1Й функщю Р(п)у долженъ считаться вполн*]^ 
удовлетворительнымъ. Д'ЬйствительнО| для нахождешя р'ЬшенШ 
уравнен1я д;*-1-у*-ь^8г*-4-<*=п должно только ум1&ть р4шить ура- 
внешя а?'-#-у*=Л| и 2?'-ь<'=м — л,, гдЬ п^п,^0. Напомню еще о 
существованш очень практичнаго способа р%шен1я уравнен1я 
х*'^у^=р при р первоначальномъ. Способъ этотъ данъ Гауссомъ 
въ § 265 его Б18дш8Шопе8 агКЬтеИсае; онъ состоитъ въ соста- 
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влеши перюда приведенныхъ формъ, эквивалентныхъ форм'Ь 
— х*ч-ру\ Такимъ образомъ всегда легко найдутся рЬшешя урав- 
нен1я а?'-+-у'-1-^*-*-^*=8пн-4. 

§ 19. Въ предъидущемъ везд'Ь говорилось о числ'6 всЬхъ р^Ь- 
шенШ даннаго неопред'&1еннаго уравнешя; р^Ьшешя эти ц^лыя, 
но обыкновенно могутъ быть и положительны, и отрицательны. 
Можетъ случиться, что требуется узнать не число всЬхъ р-Ьше- 
Н1й, а число н^^которыхъ только р'1шешй, удовлетворяющихъ 
н9в^стному 7СЛ0В1Ю. Такъ, Л1увнлль для нЪвоторыхъ уравнвн1&< 
опред^ляетъ числе такихъ р^Ьшешй, въ жоторыхъ вс% яеизв^Ь- 
стныя задачи не наЛють общаго кножитедя; въ одной изъ своихъ 
статей онъ опред'Ьляетъ число всЬхъ нечетныхъ и положнтель- 
ныхъ р*шен1й уравнешя д?^-ьу'-4-;ег'-ь5^'=л; наконецъ онъ для. 
нЪкоторыхъ случаевъ опредЪляетъ число всЬхъ нечетныхъ, поло* 
жительныхъ и такихъ рЪшешй^ въ которыхъ всЬ нечетныя неиз- 
въстныя разомъ не им'ёютъ общихъ множителей. 

Если изв'1стно число всЪхъ р^шенШ уравнешя^ то первая за- 
да^а решается очень просто. Пусть Щп) число вс^хъ р^шенШ, 
ЛГ(п) число собственныхъ рЪшешй (такъ называетъ Лхувилль та- 
кы р'&шен1я, въ которыхъ у неизв'Ьстныхъ н'Ьтъ общаго кножи- 
теля); пусть п^=^а^Ъ^с*^...,у гд4 а, Ь, с, й.... числа первоначадь- 
ныя. Ясно^ что число такихъ р^ЬшенШ, въ которыхъ не входитъ 

общШ множитель а, есть ЛГДл)=-^(п)— -^( -5). Если не входятъ 

общ1е множители а и Ъ, то число такихъ р'^^шенШ М^{п)^ 

=яЩп) — ^(■^)~-^(р)"*'^("-«г«)- Вообще, продолжая такъ 
разсуждать, получимъ 

Второй вопросъ р^^шится, если разсматривать произведете 
т^^^\Оу^)\(0^^^)^ Но я считаю излишнимъ входить въ подроб- 
ности. 



ГЛАВА II. 

2^ способе Я1Гоби: ИАод±Л,оа^а{е Я1вобй о ^^к!^'^^ :бШ 
воторыхф иовазателзг шкрааваштсл!: 1116^ШЛ 

квадратжчжывсж «орманж. 

^ 20. Известно, что 8длиптическ1я функщи выраакаются без- 
конечными пройзвёдешями; т'Б же эллидтичесшя функщи равны 
частнывъ Д11ухъ трйгонометрическихъ рядовъ, въ которыхъ йодуль 
^ расположенъ по степёнямъ, сл'Бдующимъ некоторой нрогрессш 
второй степени. Если придадимъ аргументу эллиптической функ- 
щи частное значён1е, то окажется^, что некоторая дробь, у кото- 
рои числитель и знаменатель суть ^ёзконечйыя произведенхя выра- 
жен1й вида 1-^^/^ или 1 — ^*^ (т некоторое положительное число), 
равна дроби, у которой числитель и знаменатель бевконечные ряды, 
расположенные по степенямъ ^^ сл'Бдующимъ нрогрессш второй 
степени. Но д^ло въ томъ, что иногда одно и то же выражен1е 
можно различнымъ образомъ представить въ вид^Ь эллиптйчесмго 
произведен1я (такъ Якоби называетъ дроби, у которыхъ числители 
и знаменатели могутъ изображать Якобхевы функцш); а потому 
ны получаемъ пропорщи между четырьмя суммами. Уничто^^ая 
знаменатели, мы получаемъ равенства между двойными суммами. 
Разсмотр^ше этихъ равенствъ даетъ числовыя теоремы. 

§ 21. Въ 37 том'б журнала Крелля, Якоби выводите съ помощью 
этого способа значительное число равенствъ между двойными 
суммами; свои изсл-Ёдоватя Якоби ведетъ систематично, желая 
исчерпать весь вопросъ. Разм']^ръ и ц'Ьль нашей статьи не доз1^о- 
ляетъ повторить сполна это изсл'Ёдованхе; мы ограничимся выво* 
домъ только н-Ьсколькихъ тёоремъ, главнее для того, чтобы пока^ 
зать самые прхемы Якоби. Эти пр1емы на столько изящны и ин« 
тересны, что мы даже выведемъ, сл']Ьдуя Якоби, основный формулы 
его статьи, формулы, который легко было бы вывести изъ изв'Ь* 
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сМйа^ М^ те#р1й ^далш№г№веш1гь фушсщК рядоив и проиавбдбН1% 
Якоби выход?» и№ |(авевсфвш г 



ео^ 



1-^д{в^в } 



Это— разлнчньш выраженхя О (о;), въ которыхъ в^^ зам'1ненъ чер.езъ ^. 
Равенство (1) в'Ьрно для всякаго значенхя г и для такихъ значе- 
н1й ^^ у которыхъ модуль мен'Ье 1. 

ЗамЪнимъ д черезъ ^ {т некоторое положительное , число), 
а г или черезъ -^-д^^^ или черезъ — 2~^; тогда получимъ два 
равенства: 

— 2;(— 1)'2'~'*+% (2) 






(3) 

Въ этихъ формулахъ г подъ знакодъ П получаетъ зрачешя 
О, 1, 2, 3, ... со, а подъ знакомъ 2 значешя О, ^1, :±= 2 

Придавая ш ж п частный значен]я 

3 1 

1) т1^], л=ьО, 2) тв2, пяв1, 3) т^д, п^^^ ? 



2 



ш)луча^|1Ъ пять частныхъ формулъ: 



П{(1_2'*+«)*(1-2"-^*)} = 2:(-1)У , 



П I (1-2«'+ ') (1-2"+ ') ^=: 2 (-1)'2'** + *, 



»;»^_ 1 



П(1-2'>')— 2(^1)^'+. • 



(4) 



I 
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Этк формулы отличаются отъ (2) н (3) т^мъ, что въ нихъ ндн< 
два произведет равны хежду собою, иди два проивведенш соеднг. 
няются въ одно, или ъс^ три соединяются въ одно. 

§ 22. ДальнМшее состоитъ въ томъ^ что н'Ькоторое безконеч- 
ное произведете выражается въ вЬдЪ частнаго двухъ изъ (2)^' 
(3) или (4) произведенШ, а следовательно въ видЪ частнаго двугь 
сумнъ. Но такъ какъ изобразить въ видЪ частнаго можно раз- 
личными способами, то получаются равенства между двойными 
суммами. 

Якоби беретъ прежде всего произведен1е 
Такъ какъ (1-4-д')(1 — ^)'=^ — 2% то 



(1-г)(1-г0(1-20- 



(5) 



Первая изъ дробей (5) равенства есть эллиптическое произведе- 
те; въ этомъ уб'Ьждаетъ насъ посл'Ьднее изъ (4). Итакъ 



Формулы (5) и (6) были известны Эйлеру, который употреблялъ 
ихъ для вывода н'Ькоторыхъ ариеметическихъ теоремъ. Но то же 
самое произведете можно изобразить еще черезъ 6 дробей, у 
которыхъ числители и знаменатели произведетя вида (4). Въ 
знаменатель при этомъ не входятъ члены вида Хн-д*^; въ числи- 
тель же могутъ входить и члены вида Х-*-}*^, и вида 1^ — д*". 
Такъ, наприм^ръ, если возьмемъ знаменателемъ произведете 

(1-2)(1-г')(1-3')(1-^')(1-г')(1-3')(1-2')(1-2")(1-!?'0...., 

ТО числитель получится, если умножимъ это выражете на 11(1 ^(/"*)* 
Такъ какъ (1— з)(1-|-2)(1-4-2*)=1— д', (1_2*)(1^гу*)=1— з«, 
(1 — г')(1-*-2^)(1н-д'^)=1 — д** и т. д., то имЬемъ 
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Сраввеше равенствъ (6) и (7) даетъ 

Въ древности часто изучались особыя числа, называемыя много- 
угольными числами. По опредЪлешю Дшфанта т— угольное число 
есть сумма нЪсколькихъ членовъ ариометической прогрессш, пер- 
вый членъ которой 1, а разность положительное число т — 2. 

Изъ опред'Ьлешя сл'Ьдуетъ, что т — угольныя числа имЬютъ видъ 

1 

^п[{ш—2)(п — 1)^-2]; а следовательно треугольный числа им4ютъ 

видъ о(^ "^"0? пятиугольныя л(3г' — г), семи|^грльныя -^{Ы^ — Зг) 

и т. д. Расширимъ это опред^ленхе т4мъ, что допустимъ для г 
отрицательный числа. Числа п л г называются сторонами много- 
угольныхъ чиселъ. 

Принимая только что сказанное въ разсчетъ, видимъ. что (8) 
даетъ теорему: 

Если какое нгсбудь число разлагается сначала на шестиуголь- 
ное и двойное пятиугольное, а потомъ на пятиугольное и четв^- 
нее пятиугольное оюе^ то избытки чиселъ тгьхъ ргыиенгй, въ 
которыосъ стороны обоихъ чиселъ, на которыя разлагаютъ дан- 
нов, одинаковой четности, надъ тгьмщ у которыосъ стороны не- 
одгишковой четности, въ обоихъ случаяхъ равны. 

§ 23. То же произведете Щ\-\-д^^^) даетъ еще н-Ьсколько 
теоремъ. Подобныя же теоремы можно вывести съ помощью квад- 
рата и куба этого произведешя. 

Разсмотримъ П(1-I-2*"^*)^ такъ какъ теорема, такимъ обра- 
зомъ полученная, будетъ несколько инаго характера, ч^мъ только 
что разсмотр'Ьнная. Изъ формулы (5) сл1§дуетъ 

также 

»Н1-*-2 ) п(1— 2»'-^») • 
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Но если мы возьмемъ формулу 



( . 



И< бЙ^Д'ЁЛИМЪ 



^,{x)=2^^$гпxЩ1^^''')Щ1—2^'^со82X'^^'^) 



1 . 



(78»0 ^^^^ 



ТО, иерем^нивъ д^ на $, палучаемъ 



*» -г во 



Д(1-г/+^)'=2](4^-4-1)2**' + '", 



1=0 «=« — О© 



Изъ формулъ (9) и (10) выводимъ 

Х5(4й-1)д»"+'+»*'+'^=:^Х(— 1)"(4»-»-1)2""+^'+*'. (11) 

.1 

Зам-Ьтимь теперь, что при 1г четномъ число 16г*-1-8|-*-1-4-4А* 
им-Ьеть видъ 8^-ь1, а при А нечетномъ это число вида 8^-*-о. 

Теорема. Если число вида 8иУ+1 разлагать на кеадратъ , 
ч^тиаго числа и квадратъ числа вида 4|-ь1 (допуская от^цца- 
т€1льныя рьшенгя), а потомъ число 162^-1-2 разлагать на сумму 
квадратовъ чисем вида 4фч-1 и въ послгьднемъ случать не считать 
ра19лцчными разложенгя Ъ^ч-а^ и а^-*-Ь^ а также а и а вь фор- 
мулть а'-^а\ то алге^аическая сумма нечетнихъ ргьшенгй въ обоихь 
случаяхъ равна. Если же разлагаютъ числа 8^^ч-5 и 162^-4-10, 
то предъидущгя алгебраичешя суммы имгьютъ равныя абсолютния 
ееличини^ но противоколоо/еные знаки. 

§ 24. Друпя очень интересныя формулы сл']&дуютъ изъ фор* 
мулъ, опред'Ьляющихъ уА й \^к\ Изъ общеизв'Ьстныхъ формулъ 
выводимъ 
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. • * 

Зам'Ьтивъ же теперь, что 1 — 2*''*"^=(1-ь2^'"^*)(1 — з""^*), можемъ 
написать 

Также на освовавш (5) Ио^^чАбк'ь 

Изъ равенствъ (13) и (14),7вам'Ьнивъ 2 черезъ ^^ выводимъ 

Теорема. Для данкаго числа Р йзбытокъ такиоиъ рп/менШ 
уравненгя ^Р=(4|п-ь1)*-ч-16п^ въ которыхъ п четно^ надъ тгмт, 
еъ кщорыхъ п нечещно^ равенъ избытку такихъ р^ъшетй уровне- 
н{я Р=(4|п'-1-1)'н-8п'^ въ которыхъ т' четно, надъ ттьми, въ но- 
торыхъ пС нечетно. 

Если теперь Р первоначально, то рааложешя на два квадра^Иг 
и иа квадратъ и удаоенннй квадратъ возможны только' одашкъ 
способом^ (20 стран.); следовательно г одновременно четно иди 
нечетно въ об'1!их'ь суммахъ (15). 

Теар'е11^а; Еолхь первотчальпт чие.^6'%N-^\ одйовремвнк& > 
предсттляется облими формант а^-^^Ъ^ ис^-^с1^, гд^б онечетно^ 
то еъ толп случал^ когда а вида Ш^1^ (1 будетъ вида 8|; если 
оке а вис!а 8|й=4=3, то Л вида 8г-ь4. 

Эта теорема была ещё доказана * ^Гауесо^ъ; она и побудила 
Якоби сд-Ьлать свое изсл-Ьдоваше, пом^щбвйЯ^ въ 37 том4 жур- 
нала Крелля. 

§ 25* Можно вивеста еще я1»екол|;ко 'георемъ съ лмощью' 
рИвлйчных'Ь изоб]раАбй!в у^А; й ^^^ А^^ к6торы!къ Яx^66^^^Ш^^^' 
ДЙТ1Д п6 4 дроби. Можно вывести йФс!ко^ькб тборём'В й иЁйД^^ 
болФе Слож<г<амъ бутемъ. 
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' При р^шевл нашей задачи вообще встр'1тятса дв'§ функц!н: 

<у^т)=>]й^Р(т)=2^(— 1) (2г-1-1)(2вч-1)(2гч.1)(2|*ч.1), 

гд'Ь т нечетное число, Л всякШ д-бдитель т, а 2г-ь1, 25-1-1^ 
2<-ь1 и 2|^-ь1 всевозможныя положительныя, нечетныя числа,, 
сумма квадратовъ которыхъ равна 4т. 

Если т нечетное число и п=2*т, то (/^ войдетъ въ первую^ 
сумму съ коэффищентомъ 2^'^^^^^{т); а вторая сумма дастъ коэф* 
фищентъ 

— {2'"-'-1-2'*-'-ь....^2^}<75(т)-1-2^,(ж) 

25«+«_2« «3 . N 24.21— 2**-^"' , , 

= 31 а,(т)ч-2\{т)^ ^ ^^И- 

Теорема. Если п число четное^ равное 2^т, гдть т нечетно^ 
и если ^^{т)=суммгь пятыхъ степеней есгьхъ дгьлителей ш, то 
число представленгй п суммою 12 квадратовъ выразится формулою:^ 



24 
31 



^{21~н5.2»«+*}сз(т). 



Если же п число нечетное^ то число представленгй будетъ 

8с,(пУ^1Щп). 

На страниц'^ 298 тома 9 ^ои^па1 йе Ма^ЬёшаИдиез ригев еЬ аррИ- 
диёе8 (2 серхя) Лхувилль говорить: <мн% кажется, трудно найти 
что нибудь вполн'Ь удовлетворительное относительно числа разло- 
жен1й нечетнаго числа на 12 ввмратовъ>. Такъ как1 однако онъ 
въ своихъ рЪшен1яхъ допускаетъ функцш, зависящк отъ нахож- 
дешя р4шен1й уравнешй а?^-4-у*=п и а?^-4-2у*=п, то отв-Ьтъ, дан- 
ный выше и вводящШ функщю Р(п), долженъ считаться вполн'& 
удовлетворительнБшъ. Д'Ьйствительно, для нахождешя р%шен]'й 
уравнен1я ж'ч-у*-ь^*ч-<'=п должно только ум'Ьть решить ура- 
внешя а?^-ь2/*=п, и ^*-ь<*=п — п^, гд* пШп^^О. Напомню еще а 
существованш очень практичнаго способа р'1шен1я ураввен1я 
ар*н-|/^=|) при р первоначальномъ. Способъ этотъ данъ Гауссомъ 
въ § 265 его Б18дш8Шопе8 ап^ЬтеИсае; онъ состоитъ въ соста- 
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вденш пер10да приведенныхъ формъ, эквивалентныхъ форм'Ь 
— 2?'-нру". Такимъ образомъ всегда легко найдутся рЬшен1я урав- 

§ 19. Въ предъидущемъ везд']^ говорилось о числ']^ всЬхъ р^Ь- 
шен1й даннаго неопред^леннаго уравнешя; р^Ьшешя эти ц-Ьдая, 
но обыкновенно могутъ быть и положительны, и отрицательны. 
Можетъ случиться, что требуется узнать не число ъсЬхъ р']Ьше- 
Н1Й, а число н']&которыхъ только р^шешй, удовлетворяющихъ 
иав^стному услоБ1ю. Такъ, Л1уввлдь для н'Ьвоторыхъ уравн^н1&|1 
опред^лявтъ числе такихъ р^^шешй, въ которыхъ вс% яеизв^Ь- 
стныя задачи не лаАю1ъ общаго множителя; въ одной изъ своихъ 
статей онъ опред'Ьляетъ число вс^хъ нечетныхъ и положнтель- 
ныхъ р^^ш^нШ уравнешя гг^-ь2^^-н^ег^-ь5^'=п; наконецъ онъ для. 
н'Ькоторыхъ случаевъ опред%ляетъ число вс^хъ нечетныхъ, поло- 
жительныхъ и такихъ р^шенШ^ въ которыхъ всЬ нечетныя неиз- 
в^стныя разомъ не им'Ьютъ общихъ множителей. 

Если изв-Ёстно число вс%хъ р'ЬшенШ уравнешя^ то первая за- 
да^а решается очень просто. Пусть Щп) число вс^хъ рЪшешй, 
М{п) число собственныхъ рЪшешй (такъ называетъ Лхувилль та- 
лЫ р'6шен1д, въ которыхъ у неизв'Ьстныхъ н'Ьтъ общаго множи- 
теля); пусть п=^а%^с*с^....^ гд-Ь а, Ь, с, е?.... числа первоначаль- 
ныя. Ясно, что число такихъ р^^шенШ, въ которыхъ не входитъ 

обоцй множитель а, есть М^{п)^=:N{п)— N(-^\ . Если не входятъ 

общ1е множители а я Ъ, то число такихъ р^шенхй М^{п)^ 

=вЦ{п) — •^(— ) — ^(р)'*'^('^»)' Вообще, продолжая такъ 
разсуждать, получимъ 

8=а, 6, с... «, (^а, Ь, с... 8, Г, и=в, 6, с... 

Второй вопросъ р^^шится, если разсматривать произведете 
7й^%'(0?2)'^2(0>?')- Но я считаю излишнимъ входить въ подроб- 
ности. 



г л А в А II. 

2^ способе ЯХббтИ ИАол'кЛ.оан^е Я&обй о ^^к]Ш'ь\ ^ 
воторых^ цовазателя: мкрашемтсл Ж^1^Л 

ввадратжчжывсж «орманж. 

§^ 20. Известно, что 8длиптйческ1я функщи выражаются бёз- 
конёчными прбйзвёдешями: т^ же эллидтичесшя функщи равны 
частнывъ двухъ тригонометрическихъ рядовъ, въ которыхъ йодуль 
^ расположенъ по степенямъ, сл'Бдующимъ некоторой орогрессш 
второй степени. Бели придадимъ аргументу эллиптической функ- 
щи частное знач'еше, то окажется^ что некоторая дробь, у кото- 
рои числитель и знаменатель суть оезконечйыя произведенхя выра- 
жешй вида 1-^^/^ или 1 — ^*" (т некоторое положительное число), 
равна дроби, у которой числитель и знаменатель бевконечные ря'ды^ 
расположенные по степенямъ ^^ сл'Бдующимъ прогрессш второй 
степени. Но д^ло въ томъ, что иногда одно и то же выраженхе 
можно различнымъ образомъ представить въ вид^Ь эллийтй^есмга 
произведен1я (такъ Якоби называеть дроби, у которыхъ числители 
и знаменатели могутъ изображать Якобхевы фупкцш); а потому 
мы получаемъ пропорщи между четырьмя суммами. Уничтоз11^ 
знаменатели, мы получаемъ равенства между двойными суммами. 
Разсмотр^н1е этихъ равенствъ даетъ числовыя теоремы. 

§ 21. Въ 37 тожЬ журнала Крелля, Якоби выводить съ помощью 
этого способа значительное число равенствъ между двойными 
суммами; свои изсл'Ёдовашя Якоби ведетъ систематично, желая 
исчерпать весь вопросъ. Разм']^ръ и ц'Ьль нашей статьи не доз1^о- 
ляетъ повторить сполна это изсл']Бдован1е; мы ограничимся выво* 
домъ только н'Ёсколькихъ тёоремъ, главнее для того^ чтобы пока^ 
дать самые прхемы Якоби. Эти пр1емы на столько изящны и ин- 
тересны, что мы даже выведемъ, сл']Ьдуя Якоби, основный формулы 
его статьи, формулы, который легко было бы вывести изъ изв'Ь- 
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сМйаъ^ тШ- те#рш ^далш№г№вевапгь функцкй рядоив и проиавадбнШ^ 
Якоби выход?» из»ь^ |(авевсташ 



< . 



г 

I ' • • 

• ' I 

Это— разлнчньш выраженхя О (о;), въ которыхъ е^ зам'1ненъ черезъ г. 
Равенство (1) в^рно для всякаго значешя я и для такихъ значе- 
Н1Й д^ у которыхъ модуль кен'1е 1. 

Зам^нимъ 2 черезъ д^^ {т некоторое положительное , число), 
а г ЕЖЕ черезъ -^д^^^ или черезъ — д^^] тогда получимъ два 
равенства: 



^{-т 



*^т4^ +п| 



(2) 



П 1 (1-4-д*""+'"-"){1-«-д«'"'+'"+»)(1— д""'-^"") } 

=22'"'*+"'. (3) 

Въ этихъ фсфмудахъ < подъ знаконъ П подучаетъ зрачещя 
О, 1, 2, 3, ... оз, а подъ знакомь "^ значешя О, ±1, ±2 

Придавая т я п частныя значен]я 

3 1 

1) паа^!^ л=ьО, 2) тв2, пяв1, 3) т^д, ^*=7>, 



2 



ш)луча^къ пять частныхъ формулъ: 



п{(1-»-2*'+')'(1-г'*+*)}-=2:г**, 



1* 2<* + • 



Г1{ (1-4-3*'+*) (1~2''+')}~2 2»'* + ', 



(4) 
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Этш формула охлжшютсх отъ (3} ш (3) 1%нъ, «о жк ншхъ 
дп нраш»еден1ж равнн между собм>, млм дм прошзведешш соеда- 
вяжутся въ одно, нлн ъ&к три соедщиятгсж въ одно. 

§ 22. Дальнейшее состонтъ въ томъ^ тго ж]Ькоторое безсонеч- 
нов прошвведеше внражаетел въ ввдк частижго двухъ нзъ (З), 
(3) нлн (4) произведешй, а следовательно въ вндй частнаго двухъ 
суммъ. Но такъ какъ нзобразнть въ вндЪ чжстнаго можно раз- 
личными способами, то получаютсл равенства между двойными 
суммами. 

Якоби беретъ прежде всего произведете 

Такъ вакъ (1-»-в)(1 — з)=1 — д', то 

П^аШ^гг\(1-^а'\ (1-<гО(1-9'К1-?')(1-?^ 

(1^д)(1-^.^ )(1-нд ). . . ^1_^)(1_д.,^1_^,^(1_^.) 



(1-3)(1-2')(1^') ' 



(5) 



Первая изъ дробей (5) равенства есть эллиптическое произведе- 
те; въ этомъ уб^ждаеть насъ последнее изъ (4). Итакъ 

Формулы (5) и (6) были известны Эйлеру, который употреблялъ 
ихъ для вывода н^которыхъ ариеметнческихъ теоремъ. Но то же 
самое произведете можно изобразить еще черезъ 6 дробей, у 
которыхъ числители и знаменатели произведетя вида (4). Въ 
знаменатель при этомъ не входятъ члены вида 1-^2^] въ числи- 
тель же могутъ входить и члены вида 1-«-д'", и вида 1' — ^^. 
Такъ, наприм^ръ. если возьмемъ знаменателемъ произведете 



(1-3)(1-з')(1-2')(1-1г»)(1-3')(1-в')(1-«')(1-з")а-'г").-.., 



ТО числитель получится, если умножимъ это выражете на П(1 -^</'^). 
Такъ какъ {1—^)(^^^){1-^^^)—1—^\ (1_д*)(1-|-5^)=1-^^ 

(1 — 2')(1-*-(/')(1-#-20=1 — 3** и т. д., то им^емъ 
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Сравнеше равенствъ (6) и (7) даетъ 

Въ древности часто изучались особыя числа, называемыя много- 
угольными числами. По опредЪлешю Дхофанта ш — угольное чиело 
есть сумма н^сколькихъ членовъ ариеметической прогрессш, пер- 
вый членъ которой 1, а разность положительное число т — 2. 
Изъ опред'Ълешя сл'Ьдуетъ, что т — угольныя числа имЪютъ видъ 

1 

д-п[(т— 2)(п — 1)-*-2]; а следовательно треугольный числа им4Ютъ 

видъ ■^{^'■^'^), пятиугольныя ^(Зг' — г), семиугольныя -^{Ы* — Зг) 

и Т. Д. Расширимъ это опред^ленхе т^мъ, что допустимъ для г 
отрицательныя числа. Числа п и г называются сторонами много- 
угольныхъ чиселъ. 

Принимая только что сказанное въ разсчетъ, видимъ, что (8) 
даетъ теорему: 

Если какое нгсбудь число разлагается сначала на шестиуголь- 
ное и двойное пятиугольное^ а потомъ на пятиугольное и четвер- 
ное пятиугольное же, то избытки чиселъ тгьхъ ртыиенгй, въ 
которыхь стороны обоихъ чиселъ, на которыя разлагаютъ дан- 
ное, одинаковой четности^ надъ ттьмщ у коториосъ стороны не- 
одгмтовой четности, въ обоихъ случаяхъ равны. 

§ 23. То же произведете П(1ч-д*"^*) даетъ еще н-Ьсколько 
теоремъ. Подобныя же теоремы можно вывести съ помощью квад- 
рата и куба этого произведешя. 

Разсмотримъ П(1-|-2*"^*)', такъ какъ теорема, такимъ обра- 
зомъ полученная, будетъ н'бсколько инаго характера, чЪмъ только 
что разсмотр']^нная. Изъ формулы (5) сл1§дуетъ 

также 
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Но если мы возьнемъ формулу 

I I 

йот У^ ==2д*П(1'^у''-)» =1^1, '(0)яг21(— !)'■- '/""" ""(2г— 1), 
ТО, иерем^нивъ ^^ на $, получаемъ 



Д(1_г/+Г=2](4^-*-1)2*"*'; 



|Г=0 е«в — о© 

I ■ . • 






(10) 



Изъ формулъ (9) и (10) выводимъ 

Х5(4й-1)д"'+'+**'+'^=Щ— 1)"(4»н-1)2"'+"+*\ (11) 

Зам'Ьтимъ теперь, что при й четномъ число 16г^-1-8|-*-1-#-4А^ 
им-Ьеть видъ 8^-ь1, а при к нечетномъ это число вида 8^-ь$. 

Теорема. Если число вида 8^^-1-1 разлагать на кеадратъ , 
ч^тиаго числа и квадратъ числа вида 4|ч-1 (допуская ощци^- 
тцьнын ргьшеигя), а потомъ число 162^^-1-2 разлагать на сумму 
квадратовъ чизель вида Аг-^Х и въ послтьднемъ случап} не считать 
ра19лцчными разлооюенгя Ъ^ч-а^ и а*-*-Ь% а также а и а въ фор- 
му лгь а' л- а' у то алгебраическая сумма нечетныхъ ргьшенгй въ обоихъ 
сгучаяхъ равна. Если же разлагаютъ числа 8^ч-5 и 16л -ь 10, 
то предъидущгя алгебраическгя суммы имтмотъ равныя абсолютния 
ееличини, но противополооюные знаки. 

§ 24. Друпя очень интересныя формулы сл-Ьдують изъ фор^ 
мулъ, опред11ляющихъ у А й \^к\ Изъ общеизв'Ьстныхъ формулъ 
выводимъ 
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Зам'Ьтивъ же теперь, что 1 — 2*''*"*:=(1-*-2*^"^')(1 — д^""^*), можемъ 
написать I 

V А;=у 2. V/ дЦ (1^^»<+ ')«(1— з'^+ *) ^^'^ ^' 17"^' 
Также на основавш (5) 1КоА>^чКё1{Ъ 

^^=>^^-^ 41 (1-^^ 'г(1-а'*^ 7 ^^ '^' ^(-1) у^' • ^ 

Изъ равенствъ (13) и (14),7ван'Ьнивъ ^ черезъ ^^ выводимъ 

Теорема. Для данкаго числа Р йзбытокъ такиосъ рп^ШнШ 
уравненгя ^Р=(4т-ь1)*-ч-16п^ &ь копщыхъ п четно, надъ тгьлШу 
въ кщс^хь п нечещно, равенъ избытку такиосъ р1ьшешй уровне- 
нгя Рг=(4|п'-1-1)'н-8п'*, еъ которыхъ т' четно, надъ ттьми, 9ь но- 
торыхъ чпС нечетно. 

Если теперь Р первоначально, то рааложешя на два квадраФИ. 
и на квадратъ и удаоениый квадратъ возможны только" ощйоншь 
способом^ (20 стран.); следовательно г одновременно четно иди 
нечетно въ об'^хъ суммахъ (15). 

Теор'е11^а. Если первомхчальпо^ чие.^6^^N-^\ одшюрем&нт ^ 
предстюеляется облими формате л*-1-2Ь* и(^--4-(^^ аЛ» снечетна,' 
то въ тола случал, когда а сида 8|п^1> й будетъ вида Ы; если 
оке а вида 8|й=4=3, то с1 вида 8г-ь4. 

Эта теорема была ещё доказана' ^Гауесо^ъ; она и побудила 
Якоби сд-Ьлать свое изсл'Ьдсван1е, пом-ЬщвВй^ё въ 37 том4 жур- 
нала Крелля. 

§ 25* Можно вивестп еще я1»снол11КО георемъ съ вмощью' 
рИвлйчных'Ь и90б^раАбв№ \^к й ^']/, А^^ ко^оры^ъ Я1М6В 1121^^ 
ДЙТ1Д п6 4 дроби. Можно вывести йФеколько тео](^'В й 11гййк%^ 
болФе Слож]ег<амъ нутемъ. 
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5 3 

Въ формул^^ (2) ] подожЕМъ сначала ^=о ^ ^^^о' ^^^"^^^"^ 

5 1 

П(1_2»'+ •)(1_2»'+ ')(1_2''+ ')=1:(_1у25<5.'+з,- ^ 

П(1— 2'"^ »)(1— д»*+'')(1-2"+ ')=2:(— 1)^^^''"^*^ • 
Переиножая оба эти равенства, получаеиъ 

Последнее же изъ равенствъ (4) даетъ 
Такимъ образомъ получаемъ формулу: 

Теорема. Избымокъ шакихь ртьшент уравненгя (10е-ьЗ)*-+^ 
^-(10Л-4-1)*^10^^Г [гдть N данное число), у которыосъ г-^Ь четно^ 
нйдь такими, у которыхъ г-^Ь нечетно, равно избытку такить 
ртьшенгй уравненгя (6г^-1-1)*-4-5(6А^-ь1)'=6Л^, у которые е^-нй, 
четно, Надь такими, у которыосъ ^^ч-Н^ нечетно. 

§ 26. Во вс^^хъ предъидущихъ теоремахъ д'Ьло ндетъ о двухъ 
уравнеи1яхъ, первыя части которыхъ дв% Бвадратичныя формы или 
съ одинаковыми опред'ккителямн, или съ равными. Понятно, то же 
самое в']Ьрно относительно всякой теоремы, выведенной т^мъ сно- 
се бомъ, который изложенъ выше, потому что равенства, выведен- 
ный такимъ цутемъ, всегда касаются двойныхъ суммъ вида 

при этомъ 2т и 2т' цЪлыя положительный числа. Характеръ фор- 
мы^ которой равны степени предъидущей суммы, вависитъ главньшъ 
образомъ отъ числа I полученнаго исключешемъ изъ 4т1п' ъсЪу^ъ 
квадратныхъ множителей. Характеръ же равенства . зависитъ отъ 
двухъ такихъ чиселъ р^. и V; поэтому Якоби д^литъ всЪ эти ра- 
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кёнства 1^0 класс амъ,обозвач]Еи1 в&ждый классъ знакомь ((^, V). 
Указанными вкше способами выводятся равенства, прйкарежа- 
Щ1Я 10 сл4дующимъ классамъ! 



■ 1 



, (1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (1,3), 
(1,6), (2,3), (2,6), (3,6), (1,6). 

Вс^хъ равенствъ выведено Якоби 30. ВсЬ эти равенства сл'Ь- 
дуютъ изъ одной (1) фунданентальной формулы. 

§ 27. Кром'Ь равенствъ, выводимыхъ вышеописаннымъ спосо- 
бомъ, есть друпя бол'Ье сложныя, состоящ1я изъ 3 в бол'Ье двои- 
ныхъ суммъ. Так1я равенства можно вывести сл'Ьдующимъ об- 
разомъ. 

Равенству (1) можно придать 3 формы: 

П{(1_2«'+^)(1ч-2'''+^)(1^}"+*^--0}— 2^Л (17) 

(г-*-г- ')П { (1—3' + •)(1-|-д'+ •г')(1ч- д'+ «г- ') I 

= 1:^*^'+%*'+^, (18) 

(г— г- ОП { {1-з'+ ^){1—^^■^ '-«^(Х-й'"^ '^" ') } 

= 5:(-1)»д« *'"^*^'+*, (19) 

гд^ опять, подъ знакомъ П,г принимаетъ всЬ ц'1лыя значен1я отъ О 
до н- со, а подъ знакомъ 2 отъ — со до -нсо. Формула (18) полу- 
чается изъ (17) заменою ^ и а черезъ у/д и -г'х/?» если посл^ 
зам'Ьны умножить на ^. Формула (19) получается изъ (18) за- 
меною ^ черезъ ^у^ — 1 и д-Ьленхемъ на \/ — 1, 

Если будемъ въ этихъ формулахъ зам'Ьнять ^ черезъ корни 3-ей, 
5-ой, 8-ой, 12-ой, 16-ой или 24-ой степеней отъ 1, то получякъ 
выражешя н'Ькоторыхъ произведешй черезъ суммы. Если теперь 
для обозначешя безконечныхъ произведешй, встр'бчавшихся прежде, 
мы будемъ употреблять яовыя выражен1я, полученныя изъ (17), (18), 
(19), то иногда получатся ташя равенства, въ которыхъ содержатся 
несколько равенствъ, выводимыхъ съ помощью способовъ, описан- 

ныхъ выше, или получатся новыя равенства. Появлеше такихъ ра- 
венствъ, которыя можно выводцть изъ прост^йшихъ, Якоби о$ъ- 

ясняетъ т'Ьмъ зам'бчательнымъ свойствомъ эллин тическихъ транс- 
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* 

цемецт^нх;^, что р.н^Ь^4)т:ь.црд(^«новкн вместо г и^рцд ^щз*)^ ,<^- 
ДЦДМ р^цадаютс? на несколько ря^оаъ, цодуч^к^мшъ нзъ т^^ъ 
же трансцендентннхъ заменою ^у^.г чер^ ^котор||ЖС'^|1еди,9. 
Прим^Ьшшъ предъидущее къ одному прим^Ьру. Йодставнхъ въ 
уравнеше (19) сначала с^ а1^котор11й кнвмнй корень пятой сте- 
пени изъ 1, а II0т^xъ пг. Прцдадвнъ дш этого уравнешю (19) 
, н^ко лысо иную фор1(у: 

-н1(— 1)'з *^^"^^^ ^^"^^^ (-?"*''" '—^•^'■*' '). 



— 101—$, 



•^Такъ какъ % и^к4^няется .отъ — :9^ до -нес, д^о всегда ^ожно % завгЬ- 
нить черезъ • — г — 1 и членъ ( — 1)*^**'^' черезъ — ( — 1)*>" 
поэтому первая сумма и8обрая1а!ется такъ: 

л» 

г 

Подставляя теперь ч -л п' вместо г, аолучаеыъ 

П{(1-2''")(;1-3'-^''')(1г-г'-'''1"')} 

,Д^р«М|10№1м^ дра оти р1а^$ервтва: 

П { (!—!?■+ ') (1 ~^ "+ ») } = { 2:(— 1 )^ ^*"*'^^ } * 



- I 



ПосдФднЬя гсумма дзята изъ посл'Ьдняго (4) Следовательно 



•1 . I » 
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.аЗ(^1)**+^^з^'+^«>*'+»+5/к) ^2Е(^1)'+*д 7^^'+^)+|*(5"+1)^ ,^, 



Равенство (20) МЫ можемъ разложить на несколько брд^е' I^ро- 
стыхъ равенствъ. Отбереиъ для этого отд^ьно степени у^д, ко- 
торый при дЪлеши на 5 даютъ в^ остатЕ^ 0/2, 4. На пр&Ьой 
стороне стоять по пбрядку суикы, которыя содержать искле№-. 
тельно степени^ сравнимыя съ О, 2; 4 по модулю 5. Если вь^^^- 



и 



' \ 






.' ■.',!, 



■'.■.•{ 



(у 



.< 



ствШ получимъ в равенства: 



22(^1).+Аг ! (5*'+^'^'+3.-гЗЛ> 



I Ч 



Вторая изъ этихъ фррмулъ можетъ быть получена п^хейНлж, 
разобранными нами въ начале главы. ' 

Зам4тимъ теперь, что ' "' 

\ {1Ы'-^г\, I (Вг-1-1)(5^^8),| (15^^^7»>2, | (3|-^2) (5е>1) ч- 2 



\ 



— 80 — 
суть так! я пятиугольная числа, въ которнхъ г заменено черезъ 
5^, — (5|-^2), Ыч-1, 5|-1-2; а - (5«*-ьг) такое треугодьное число, 

сторона котораго 5|. 

Теорема!. Если канав нибудь число 5N сначала разлагает- 
ся на два татя треуюльныя числа, у которыосъ стороны дгьлят- 
ся на 5у а потомъ на пятерное пятиугольное и такое пятиуголь- 
ное^ которое дпклится на 5, то избытки такихъ ртаенгй, у кото- 
рыхъ сумма сторонъ четна^ надъ такими, у которыхъ сумма сто- 
ранг нечетна, равны въ обоихъ случаяхъ. 

Теорема 2. Если число N разлагается на пятиугольное число 
й пятерное пятиугольное, а число ЬК на пятерное семы/угольное 
и такое треуюльное, у котораго сторона дпм^тся на Ь, то еъ 
обоиа^ случаяхъ равны избытки тпаъ рлшенгй, у которыхъ сумма 
сторонъ четна, надъ такими, у которыхъ сумма сторонъ нечетна. 

Теорема 3. Если число N разлагается на два семиугольныя 
числа, а ЬN-^2 на такое пятиугольное, которое сравнимо съ2 по 
модулю о, и на пятерное пятиуюльное, $по въ обоихъ случаяхъ 
равны абсолютно, но со знаками обратными, избытки ттьхъ рп^гие^' 
нгй, въ которыхъ сумма сторонъ четна, на&ъ тньмНу въ которыхъ 
нечетна. 

§ 28. Въ заключете зам^^тимъ, что небольшое число равенствъ 
между двойными суммами можетъ получиться изъ модулярныхъ 
7равнен1й 3-ей и 7-ой степеней. Изв^Бстно, что модулярный уравне- 
Н1Я этихъ степеней суть 

гд% к первоначальный, а I преобразованный модули. Если въ 

первомъ случаЬ для \^ки\/к\ а во второмъдля у^^и у'А?' выбрать 
т^ выражен1я, которыя им^ютъ одинаковые знаменатели, а. также 

для ^1 и у^Г или \/1 и \/1', а потомъ уничтожить въ равенствахъ 
знаменатели, то получатся равенства обыкновенно между тремя 
двойными суммами, а иногда только между двумя. 
Такъ, если примемъ 
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то получимъ 

Теорема. Число разложент 4^N на нечетный квадратъ и 
утроенный нечетный квадратъ равно двойному числу разлоокетй 
N на квадратъ и утроенный квадратъ^ если подъ N подразумпг 
вается нечетное число. 

Для вывода же равенствъ, содержащихъ три суммы, возьмемъ 

(13) и (14) равенства и прибавимъ къ нимъ выражешя для \к 
в \1\ имЪюпця т^ же знаменатели, что ^к и ^1. 

-11(1-г«^')'(1-г''+0-1(_1).2..'- 

Пользуясь теперь нодулярнымъ уравыен1енъ 7-ой степени, поду- 
чить н^Ьсколько равенствъ, ивъ которнхъ одно выпнсываенъ: 



и 



ГЛАВА Ш., 

Способъ Эрмжта. Формули Вронекера и Гирстера З-ей 

ступени. Задачи о чис^гЬ раздоаветй на 3 квадрата и о 

чисд^ изобраасен1й «ормамж съ 3 переменными. 

§ 29. Въ введеши было объяснено, что способъ Эрмита со- 
стоитъ въ прим-Ьненш тригонометри веских ъ рядовъ, изображаю- 
щихъ произведешя эллиптическихъ и Якобхевихъ функцШ. При- 
м4нимъ этотъ способъ къ выводу формулъ Кронекера; будемъ 
при этоиъ прядеркиваться одной изъ зам-Ьтонъ Кроне1еера, по- 
тому что путь, указанный Броневеромъ, требуетъ вывода гораздо 
меньшаго числа'формулъ, ч^мъ это д']^лалъ въ своемъ изложен1и 
Эрмитъ. 

Перемножимъ почленно два изв^стныя равенства: 



2Кк. . 2Кх 












Г=| 



СО 



в, (ж) = 2 V г *"^'^'' ^^' С08 {2г—\)х. (2) 

Г=-1 

При перемноженш получатся члены вида 

2.(2в-1)+1(2г-1)» ~ 

4 ^ 

Отберемъ вс4 члены, у которыхъ множителемъ 8гп 2пх\ коэф- 
фиц1ентъ у этого 8т2пх будетъ, если пропустимъ множитель 4, 
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^«* 1-(2«-1) 4-х(2»-2п-1)' ^ 1(2,-1) + 1 (2«+ап-1)« 

У ? У2 

^ 1— д"-' — и 1— в*— ' 

„ 1.(2в-1)+ 1Ч2я-2в+1)' 
^2 



•^- 1-3' 






со 



,» , (2«-1)* 



2] г *•' + -^ ( 5- " (З*-!)- 5« (2.-1) ) : I 5 -т(^-1) _ зК^*-1) I 



*=| 



=1Г^'^1 \Т=^\... 



2д— 1 2»— 1 

5 2 ^^ 2 . 



»=| 



(2п— 1Х2«— 1) в« ,, , , г ,ч, 

,..-ьд 2 }**^д )? (з -ь? ) 



«=1 



=(1 -.22 />"'| г'-г^...^г<^'>"} 



Л=| 






Отеюда ясно, что умножен1е (1) и (2) даетъ 



\.11К. , . , . 2Жг 



7 V "Г* "^ 3 (Я?).Л ^П (МП 



т, 



м 



»»' . „ ,» _. »• _. ♦ -(2п-1)' 






11=1 



6* 
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Помножнмъ теперь об*]^ части равенства (1) на созх: 



2Кк 2Кх 



С08Х зт ат -^;;— = ^1 \ . ^^- * "^ ._ ^п^^ 1 8гп 2пх. (4)' 



П=1 



Если перемножимъ (3) и (4), то въ нроизведенш двухъ рядовъ 
будетъ встречаться членъ, не зависящ1й отъ тригононетрическихъ- 
функц1й; найдемъ этотъ членъ: 



^ 



, к'К\К 

т,\2^ 



со 



1 8гп*ат -^^ \{^х)со8х Лх 






И=г1 



«^©0 



= «*2 з"'(1т!^-*-1-11|^.)(1-^?''-^«''-^----*-3~"'""'> 

11=1 

п=е19 Ь:=оо а=в11 

= 1111^ 

п=| 6^» а=1 



«'+л+(2»»+1)*— а'+о 
3 



}. (5) 



Легко вид'Ьть^ что въ посл']&днихъ скобкахъ показателями стоятъ 
два раза всевозможные (за исключенхемъ ^н'Ькоторыхъ частнаго 
вида формъ, о которыхъ скажемъ потомъ особо) минусъ-опред'Ь- 
лители такихъ приведенныхъ формъ а'а?'-1-2Ь'д;у-4-с'у-= (а', Ь\ с') 
съ отрицательными опред'блителями, у которыхъ по крайней м^р^ 
одинъ коэффищентъ нечетенъ. 

Действительно, если Ь<;л — а, то выражеше п^ч-п — 1-ч- (2п — Х)Ъ 
— а^ л-а можетъ быть представлено въ следующей форм*: 

(пч-ач-Ь) (л— а-4-Ь-4-1)— (Ь 4-1)', 

и на это последнее выраженхе можно смотреть, какъ на минусъ- 
определитель формы 
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Придавая различная 8яачен1я &, п, а, мы подучимъ всевозможная 
приведенныя формы, у которыхъ одинъ крайвШ коэффищентъ 
четенъ, а другой нечетенъ, среднШ же коэффищентъ положите- 
денъ. Для составлешя всЬхъ этихъ формъ выбираемъ для 2» произ- 
вольное положительное ц'блое число или нуль, дляп— а число бо^ь-^ 
шее Ъ, но во всемъ другомъ произвольное, для п ^а также произ- ^ 
вольное, но большее, ч-Ьмъ п — а-н1, и другой четности, ч-Ьм^ 
:9то посл-Ьднее; въ такомъ случае п и а будутъ Н'Ькоторыя цЪлыя' 
положительный числа, при чемъ а<Уь, "^ 

Если же Ь ^ п — а, то пишемъ ' »' 

п'-ьп— 1-н(2п— 1)6— а'-1-а=(2п— 1)(Ь-ьл— а-ь1)— (п— а)'. 

Если принимать Ьч-|г— а -ь! четнымъ и придавать п, а и Ь раз- 
личная значешя, то опять повторимъ т^^ же формы, о кото4[ 
рыхъ выше говорили; если же Ь-нп— а-1-1 нечетно, то легко вцп 
дЪть, что каждая форма повторится два раза (средшй коэффи-1 
щентъ опять положителенъ). ДМствительно^ 2п — 1 можетъ быты! 
или]^6-нп — а+-1, или <^Ъ-^п — а*-1. 

Такимъ образомъ, суммируя выражеше ^^^^-Ь^—^+С^»»— 1)«>— «'-Ь<»л 
мы получимъ вместо показателей два раза минусъ-опред'Ьлители 
всевозможныхъ приведенныхъ формъ, у которыхъ средшй коэффи^^ 
щентъ положителенъ и, по крайней мЬр^^ одинъ крайшй почегенъ.^* 

Вирочемъ ми не разсмотркки предЬльные случаи: 1) если дза*-^ 
крайше коэффищенты равны, во 2) если^ первый ровно вдвое'^ 
<$ол1^е вгораго (т.-е. а = 2б', если* форма еетьа'а?*-н2Ь'а?у-ьс'у-)/^ 
въ 3) если средшй коэффицгентъ нуль. -^ 

1) Форзш а'а?*-4-26'а?у-на'у* встретятся пф разу, когда 2п— «1^ 
=й-<-п — а-#-1. Это остается в'Ьриымъ и для формъ вида (а', О, а'у^ 
=^а'х^-^п'у^\ въ послЬднемъ случа-Ь .авл. 

2) Въ случать Ъ<^п — а формы (26', 6', а') 'встретятся, ' когда - 
А-|-1=л— а. Въ случае же Ъ^п — а форма 2б'сг*-н26'я:уч-а'у" йе 
модетъ встретиться, ибо тогда должно существовать равенстве ^^ 
Ач«1=п — а, что противно положешю. ' 

3) Формы а'а?^-1-6'//* встретятся при а=п по разу, если а' иЪ\ 
различной четности, и по два раза, если а и V одинаковой чет- 
ности (за исключешемъ формы а' х'-^а' у^). 
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Перейдемъ теперь нъ показателю л*-ьп-1-(2п-#-1)Ь — а'-^-а. 
Если п—а-^Х^Ъ, то представляема этотъ показатель 9ъвцх^ 

(пн-а-ьЬ) (п— а-^-Ь-ь!) — Ъ\ 

Щщ^ЕЯя а, 6 и П9 долуталъ минусъ - опр^д'Ьлитедц эсевозможныхъ 
прдведеннцхъ фрриъ съ одиимъ крайнимъ коаффищецтонъ чет-^ 
н|^^^';ь, а другимъ дечетдьшъ « среддэмъ аоложительвымъ, н 
то4^ко разъ. Хакасе разъ встр'Ьтятся вс! формы вида 2Ь'х*^-^ 
21^'ху-^ау\ Формы а'х*ч-Ъ'у^ встретятся по разу, если а' и б' 
разной четности, иначе ихъ не будетъ въ разсматриваемой суммЪ; 
формы же (а', Ь', а') и (а', О, а') не встр'бтятся. 
Если же л— а-1-1<[Ь, то пишемъ 

п*-^л-+-(2л-#- 1)&— (1*н-а^ (2»-1-1) (Ь-нп— а-1-1)-г-.(п— а-^1)'. 

Иш^няя а, & н п, получимъ минусь-опред^лители всевозможныхъ 
праведеяныхъ форм'ь съ однимъ крайнимъ коэффищентомъ четнымъ 
и другимъ нечетнымъ только разъ, а формы съ двумя нечет-* 
н«ми крайними два раза, Фармы (22»', Ъ% а') не встр'Ьтятся. Форма 
(а", У, а) встр'бтится разъ. Такъ какъ а не можетъ равняться 
л-ь1, то формы (а', О, а') и во<^бще ((!', О, 6') не встретятся. 

До сихъ цоръ мы говорили только о формахъ съ среднимъ 
падощ[тел|^ццмФ коэффищентомъ. Если изъ четырехъ разъ, когда 
форма а'х^-^2Ъ'хуч'с'у* встречается^ считать два раза среднШ 
коэффцдхент^ долажитедьнымъ и два раза отрицательнымъ^ то 
уаддадъ, что эс* формы, кром* (2Ь% 6', а), (о^, 6', а') и (а', О, а'), 
встретятся до два раза. Но известно^ что формы {2Ь\ Ъ\ а') и 
(2Ь', — Ъ\ а') эквивалентны, а также (а', Ь', а') и (а',— 6', л'}; еле- 
ддвательно все неэквнвалентныя, приведеиныя формы съ однимъ, 
до крайней м'^ре, дечетвымъ ксэффицхентомъ встретятся два раза. 
Исключен1е составляютъ формы {а\ О, а'), которыя встретятся 
л« оддому разу. 

Цтакъ, еслд черезъ Р{п) будемъ обозначать число всехъ не- 
91№эзалентныд^ формъ^ цриве^еннщхъ, съ однимъ иди двумя край-" 
ними ко8ффиц1ентами нечетными и съ опредедителемъ — м, то 



ею оо 
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Возьмемъ теперь, какъ учитъ Эрмитъ, два друпе ряда: 



п=ео п=оо 



Ч^еш'а.^-^ = 22^^;=^ - ^1-^^.ш^'^. т 



И=| Пг=1 



Ма^)^х _1_^(1_».2*)со82ж+ . . . .-ь (/'"*'-<-/'*'") С082ГХ -+- .... 



я' 



Переляожимъ оба равенства и возьмемъ интеградъ: 



11=1 

Изъ равенствъ (в) и (7) сл'Ьдуетъ 



п=оо со ^0 



Я^в1 11=1 11=1 

Изъ формулы (8) можно вывести н']^сколько формудъ Крове- 

о 1/' 

кера. Помножимъ для этою об^ части равенства на у — и обо- 

значимъ черезъ ъ{п) разность между числола дгьлителей п вида 
4А ь1 и числомъ дгьлителей вида 4Дн-3. Тогда получимъ 

ее " со 



ео ео 



-2^9(2п-1)2 =22 ,дп_^-п (а '^-г-*-^/ ). (9) 

П=| П=1 

Въ первой сумм§ въ ковффищеит^ при (]^ должно дот^хъ поръ 
уменьшать подъ знакомъ 2^ аргументъ, пока не станутъ получаться 
отрицательные аргументы. 
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Приравнивая коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ ^ въ 
равенстве (9), мы немедленно получимъ три формулы Ероне- 
кера: 1) для степеней нечетныхъ, 2) для степеней четнонечет- 
ныхъ, 3) для степеней, четночетныхъ. 

Будемъ впредь въ этой главгь всякое нечетное чгюло называть 
черезъ т. Тогда всякое четно нечетное число изобразится черезъ 
2т, а четно четное черезъ 4п. 

Расположимъ теперь правую часть равенства (9) по степенямъ 
д и найдемъ, как1я функщи будутъ коэффищентами разлнчнЕПъ сте- 
пеней д. Во первыхъ, имЪемъ сумму вида У, л_ гн * Пусть Ф(т) 
изображаетъ сумму всЪхъ д^ителей числа т. Тогда, очевидно, 

2^^^^=1Ф(т){Г-^2г^'^-н4(г*''*^8д*'^+ }. 

Если Ф{п) обозначаешь сумму всгьхь дтьлителей п^ а Х{п) сумму 
всгьхъ нечешныхъ дгьлителей п, и если пс=2°'.т, то 

Х(|г)=Ф(т), Ф(п)=(2*4-2'^-*-ь2*-^ч-. . . .-ь2-ь1)Ф(т), 

ф(т)=2-^- * { Ф{п) -ьХ(п) } . 

Поэтому можемъ также написать 

. 2]1^?^^ФН^*^-*-21Ф(т)з''^-н22; { Ф(п)ч-Х(п) } ?^^ 
Перейдемъ теперь къ другой сумм% равенства (9): 

Въ посл^днихъ скобкахъ п-ая степень ^ встретится всяшй 
равъ, какъ г будетъ д'Ьлитель п, меньппй \/п и четный въ одно 
время съ ^ : г или нечетный въ одно время съ п : г; коэффищентъ 
при д* будетъ при этомъ 2г. Также з^ войдетъ въ скобки, если 
«=аг*. Пусть Ч*(п) есть разность меоюду суммою дтьлителей п, бодъ- 
шит \/пу и суммою дгьлгипелей^ меньшихъ \/п; разсхотримъ вы- 
ражешя Ф(т) — Ч'{т) и 2Ф(п)— 2 Г(п). Въпервомъ выраженшмы 
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им'Ьемъ двойную сумму д']&лителей т, меньшихъ \/т\ къ этой 
сумм'Ь прибавляется у^т, если онъ ращоналенъ. Въ выражеяхи 
2Ф(п) — 2Ч^(л) мы шАемъ двойную сумму ыЛ\ъ четныхъ д-Ьлите- 

лей 4п, меньшихъ у^^ и такихъ, что дополнительный д']&литель 

четенъ; къ этой сумм* прибавляется 2у^п, если п квадратъ. Сле- 
довательно эти два выражетя представляютъ коэффищенты въ 
последней сумм']^ при л-ой степени (/. Сопоставляя все предъ- 
идущее, можемъ написать 



гп 



'^\2Р{п) 4-Щп-Г)-н4Г(п— 2')-н ....]^''=^{Ф{т)^Ч\т)]^' 
^ 41Ф(т)(?-^-н2>;{Ф(п) -ь 2Х(п)ч-Т(п)}(г^" -^ ^с?(2||— 1)^"—* 

-♦-25:?(2п— !)(?*''- ^ (10) 

гд']^ суммы распространяются на всевозможныя положительныя, 
ц^лня числа п и положительныя, нечетныя числа т. 
Сравнивая коэффищенты у одинаковыхъ степеней ^ получаемъ 

21Г(т)-4.42?^(т— 1')-*-4Дт— 2')-*-. . . .=Ф(т)-ьМ'(т)-*-Ф(|п), (11) 
-Р(2т)-ь2^Р(2т— 1') ч-22<^(2т— 2')-ь. . . .=2Ф(т) -4-?(т), (12) 
Щп)-^2Т{Ы—\')-^'2Щп—2')-^. . . . = Ф(п)ч-2Х(п)-4-Ч'(п). (13) 

§ 30. Для вывода другихъ формулъ Бронекера мы можемъ вос- 
пользоваться тЪмъ же равенствомъ (6), преобразовавъ н']^сколько 
его первую часть. Зам-Ьтимъ, что 

Поэтому равенство (6) можно представить такъ: 

Кк'у/К Г . 2Кх ^Кх^, , 
— г — 1 8гп ат соз ат 9,(х)со8х ах 

1:*у^г.у'2гА' ^ ^ ^ 

о 

=2>: Л >^)г''—^г^ *'*"'". (14) 

Перемножимъ теперь два сл'1дующ1Я равенства (а потомъ интег- 
рируемъ): 
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К'к' . 2Кх 2Кх ^\л Г2' . ^ 

— х-8гп ат соз ат =2 / - — ^^-^7^п2гх. 



Г= I 



_1 ^ г4-1 г^-^ г*-^г 

й ^^^^x)со8x= 7 (—1) 5ш2га?(з — 2 )' 



Г=1 



7^*й* г . 2ЛГа? 2А:а:^ , , 

— 5":: I згп аш сов ат ^^{х)со8х ах 



^«0 



со 



= >, 1 Лг (а —3 ). (15) 



1-1-2 



Изъ (14) я (15) слЬдуеть 



21{^^(п)— 22?^(п— Г)-ь2^^(л— 2*)— 2]Р(п— 3*)+-. . . . \ц" 

^Щ—^у'{—1^2а'^—2(/''-^2а''—2я''^. ...}. (17) 

1) Чтобы нечетная, т-ая степень ^ входила въ выраженхе 

^(—^у'{—1-^2^''—2^'''^2^'''—. . . . }, 

должно, чтобы г былъ д']&лителемъ т, не большимъ \ т\ при этомъ, 
если ш сравнино съ своимъ дополнительнынъ д'коителенъ по мо- 
дулю 4, то 2^ получится съ -ь; если же г не сравнимо по мо- 
дулю 4 съ дополнительнымъ д'Ьлителемъ, то з*^ явится съ — . Пер- 
вое будетъ всякШ разъ, какъ т будетъ вида 4р-ь1; посл^Ьднее, 
если т вида 4р-ьЗ. Посл'Ь этого легко сообразить, что коэффищентъ 
при ш-ой степени (^ въ посл'Ьдней сумм'Ь равенства (17) будетъ 

2) 2ш-ая степень $ не входитъ въ посл']^днюю сумму. 
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Таюшъ образомъ получимъ еще дв'Ь формулы Кронекера: 
21''(ш)— 4Р(т— 1»)н-4Дт— 2*)— 42;'(т— 3-)-^42^(т— 4-)— . 



=(_!)> '^{ф(т)—Ч\т)\-*-г{т), (18) 

Что шичьется до равенства, одред^ляющаго 

Щп)-*-2Ц—1)Р]Е'{4п-р*), 

то его иы зам'Ёнимъ бол'Ье эленевтарншсъ. 

§ 31. Отберекъ въ формулахъ (9) и (17) всЬ степени $, пока- 
затели которыхъ д:6лятся на 4; результат» можно написать такъ: 

2», (О,? *у^Щп)а '*-*-45.(1^*^^^\ Х2гТ(4п-+- З)?*" "" * 



_ „у пд*" _ ^у1 п?'"'(1-нд^") 
~ ^1— «"• ^ 1— в*" ' 



_|;| у п?'"(1-^ "*"^ 

•З"» ^ 1—? 

20,(0,з*)^;^'X4л)2"*-4^:2^^'^-'>^5:^?'(4»-*-3)2^*•+^ 



д«»_5-5» 



=22]п2*"*. ^„ , „_,„ 



4.з(0,20^-^'(4п)«-=85;^?^ - ^1п,'^\ 1^. 



Слогивъ оба равенства, подучимъ 

Если зам'Ьнимъ въ этомъ равевств'Ь ^'' черезъ ^, то аъЬ посл'Ьд- 
шя суммы обратятся въ подобнця же суммы равенства (8); до^^ 
этому можемъ написать 

^Л4л)8~«=22;1г'(»)д"— 5:2(2/»-1^^ (20) 

Шъ равенства (20) заключаемъ, что 
для всякаго п, кром* нечетнаго квадрата, Р{Ап)^=^2Р{п)^ (21) 
а для всякаго ш, равнаго квадрату, 2^(4т)=22^(т)— 1. (22) 

Эти равенства дадутъ возможность опред'Ьлить 
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« 

§ 32. Сд1Ьлае1съ еще одно преобразовавхе съ равенствомъ (6): 

7Г А/ л? ТГ 

Сл^^довательно равенство (6) можно заменить слЪдующимъ: 



= —V 75 т^ — ^ — :=: 1 С08 аш Д ош г1з {х^совх ах. (23) 

^ ^^ \/^.':^\2к^ ^ ^ 

До сихъ поръ мы занимались только одною функщею Р(пУ, 
теперь введемъ въ наше изложеше новую функщю Сг{п)^ показы- 
вающую число вс^хъ приведенныхъ неэквивалентныхъ формъ съ 
опред'Ьлителемъ — п. Тогда неэквивалентныхъ формъ съ опред1Ь- 
лителемъ — п и съ двумя четными крайними коэффищентами бу- 
детъ Сг(п)—Р{п). 

Разсмотримъ интегралъ равенства (23) такимъ же образомъ, 
какъ до сихъ поръ разсматривался интегралъ равенства (6). Мы 
им^емъ 

—-т ат—г = ^У .2.т^^ сов{2^—^)x, (24) 

г% (ж)=1 н- 21:^^'со828X. (25) 

Перемножая почленно (24) и (25), получасмъ члены вида 



V- . 8Г-1 { 608(254-2; —1)а?-ьсо5(28—2гч-1)д: | 
Отберемъ всЪ члены, умноженные на сов{2п-^\)х: 



Г—1 
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= 2(— 1)У*'"*"«^*С08(2и-Ы)а;{ 1_2з- '-+-22-*— 23" •-*-... 

-н2(-1)-г— '}*,(0). 
Следовательно отъ пере11ножен1я (24) и (25) мы получаемъ 

оо -|-п 

V -^%{х)со8 ат ';;^ =2? Л 2шё^—^) 2 С05(2пч-1)а;. (26) 

Иаъ ряда для Л ат '■^^ ввводинъ 

~|-С05(2г— 1)а;}. (27) 

Изъ равенствъ (26) и (27) получаемъ 



К^Кк Г 

- г 



2Кх^ 2Кх ... , 1 

С08 ат Д ат *з(^)^^^^ ^^= т 



?0 "Ч) +11 

п-\-а^Ь п«+п(2Ь-Ь2)— а» 



^2 1 1^.-^Г'^\ 



' 1 

I 

п=о 6=0 а= — п 



Будемъ полагать пока а положительнымъ и представимъ пока- 
затель при 3 въ первой суммЪ въ двухъ видахъ: 

(п-4-Ь-*'ач-1) (п-ьй — а-4-1)— (Ь-4-1)*=2п(п — а-#-Ь-ь1)— (м — а)*. 
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Если Ь-^1<п — а, то 

будетъ н^^которая приведенная форма съ среднимъ положитель- 
зымъ БОэффиц1ентомъ и съ двумя крайними или оббими четными, 
или обоими нечетнБгми. Такъ какъ отъ изм'Ьнен1я знака у а край- 
ше Боэффищенты м']Ьняются только местами, то за исключешемъ 
нЪкоторыхъ частнаго вида формъ, объ которыхъ будемъ гово- 
рить послЬ^ каждая форма встретится при измЪнеши п, Ь т а 
по два раза. 
Если 6-1-1 >п — а, то 

представляютъ всевозможныя приведенныя формы съ однимъ край- 
нимъ коэффиц1ентомъ четнымъ и среднимъ положительнымъ; если 
форма им'Ьетъ одинъ нечетный врайшй коэффищентъ^ то она 
встр'Ьтится два раза, иначе четыре раза. 

( — 1)''+''+'' показываетъ, что формамъ съ двумя четными край- 
ними коэффищентами соотв-Ьтствуетъ — 1, а другимъ "н1. 

Отсюда заключаемъ, что коэффищентъ при д^ въ первой сум- 
ме будетъ 



-|2^(п)— ЗЖ(л)| -^поправка. 



гдть М{п) — число приведенных^ неэкеиеалентныхъ формъ съ двучя 
крайними коэффиигентами четнымщ а поправка зависитъ отъ 
формъ особаго вида. 

Показатель у д во второй сумм* представимъ въ следующихъ 
двухъ видахъ: 

(п-*-&-4-а-*-1)0г-4-?>— а-к!)— &^=(2п^-2)(пч-Ь— а-*-1)— (л— а-*-1)'. 

Въ такомъ случае легко сообразить, что вторая сумма дйстъ то же, 
что первая, только съ иной поправкою. 
Итакъ обе суммы дадутъ коэффищентомъ при д^' 

4:Р{п) — ЪОЫ) -%-поправка. 
Разсмотримъ формы частнаго вида. 
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1) Формы вида (2с, с, б?)=2ся?*-4-2сху-|-чйу* встретятся вдвое 
р']&же, ч^мъ формы не частнаго вида, если принимать средше 
коэффищенты положительными. Но формы (2с, с, (1) и (2с, — с, Л) 
эквивалентны; значитъ отъ этихъ формъ не будетъ поправки. 

2) Формы {с, О у Л) съ двумя ко8ффиц1евтами нечетными встр'Ь- 
тятея два раза во второй сумм'Ь при 6=0, съ однимъ нечетнымъ 
коэффнщентомъ въ первой сумм^ при азе =1=п, съ двумя четными 
при &=в:0 во второй сумм'Ь И при а= =ьп въ первой сухм^. 
Итшъ и эти формы не требуютъ поправки. 

3) Формы вида (с, О,. с) съ вечетнымъ с возможны только во 
второй сумме при Ь=0 и а=:0, а съ четнымъ с во второй сумме 
при Ь=0, а=0 и въ первой сумме при а^э =*=л,й-ь1=2л. Итакъ 
сумма 2{42^(л) — ^^(п)}^^ должна подучить поправку, равную 



1\1 (2п— 1)= 3^1 

-21« -^21' 



4п- 



4) Форма (2с, Су 2с) встречается два раза: въ первой суиме при 
а=0, п^Ь-^1 и во второй сумме при а=0, Ъ=п~* 1; следова- 
тельно должно ввести поправку -1-21д''^'. 

тг- -^«У "тг" I С08 ат Л аш У, (хюозх ах=-г — к / ? "^ 

Л/^ т:*^ 2т. ^ т: г '^ ' 4 2^^ 

- 11^ *- -2|;, ^-"-.1] {42Г(п)-3(?(«)) д". (29) 

Если МЫ сравнимъ равенства (23) и (29), то мы разрешимъ 
задачу о числе разложенШ даннаго целаго числа на 3 квадрата. 
Такъ какъ эта теорема можетъ намъ облегчить некоторые выводы, 
то прерву изъ за нея на минуту вычислен1я. Легко вывести изъ 
(23) и (29) 

X, у, е= —«о 
^^ц^^^^-^У ^12^^2Р{п)-в{п)}2''. (30) 
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При этомъ не и^тшеть помнить, что 

2Р{п)—0{п=Р{п)—М{п). 

Теорема. Чисго еепаъ рлшетй $^аененгя х^'%-у*-^а^:=^п^ 
гдть п не квадратъ и не утроенный квадратъ^ равно 12 разъ взя- 
той ратостгь меокду числомъ К1риведенныхъ нежвмалентныхь 
формъ^ у которыхъ по крайней мпр^ь одинь нечетный крайнгй кО' 
дффицгеить^ и числомъ танихъ же формъ^ у которыхъ оба край' 
те коэффицгентл чет,ны\ опредгьлгипель у -вспаъ^формь — п. Еелип 
четный квадратъ, то къ предъидугцей двгьнадцатикратной разности 
слльдуетъ придать 6; если п нечетный квадратъ^ то вычесть 6; 
если п утроенный кеадратъ, то придать 8. 

§ 33. Формулою (30) можно воспользоваться для вывода фор- 
мулы, подобной (11), (12), (13), (18) и (19), но относящейся къ 
функцш Сг{п). Для этого умножимъ об*]^ части равенства на 
*,(0,з): 

-6», {о,^}^^^''-ъ^(о,^)щ^^^\ (31) 

Положимъ т нечетнымъ и прнравняемъ коэффищенты при д^ 
въ равенстве (31). Пользуясь страницею 7, видимъ^ что коэф- 

фищентъ при ^"^ въ — ^ будетъ 8Ф(ш). Назоеемъ черезъ ф(|») 

разность между числомъ дгьлителей т вида Зк-*-! и числомъ дгь^и- 
телей т вида Зк — 1. Страница 28 показываетъ намъ, что коэф- 

фищентъ при ^"^ въ выраженш 8^з(0>2)^? э если^т не квад- 
ратъ, равенъ 8Ь{т). Такимъ образомъ, если т не квадратъ, то 

Щт)^12^Р{т—р')—За{т)-6^:.0{т—р')=2Ф{т)—2^{т)у(32) 

гдЪ въ суммахъ р по прежнему получаетъ всЪ ц']&лыя положи- 
тельный значен1я, для которыхъ т — р^^О. 

Если же т квадратъ, то ко второй части (32) должно при- 
дать 3; ностоитъ считать (г(0)=- , и формула будетъ годна для 

т, равнаго квадрату. Будемъ впредь считать 6^(0)= - . 
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Ттроимъ (11) и вычтемъ (32): ' 

Зб^(т)-ь66?(т— Г)н-6в(т— 2*)-^-6е^(т— 3*)-#-6в(т— 4«)-ь . . . 

=Ф(т)н-З^Г(т)-нЗ^(пг)-*-2ф(пг). (33) 

§ 34. Продифференцируемъ теперь равенство (24) и въ резуль- 
тат^ зам^нииъ д черезъ 9^ Будемъ употреблять сл']&дующ1я обо- 
ввачешя: 

*,Чо,г')=?^,П(о,2')=~, 

т Ж р нечетння числа. 

—— 8гп а^-^ Дет -^= ^^^гф^^^ ^^'' 

^4 {Xу^)8^п2x=^ У 1 д^*^ — 2^ 1 ^^ ^^' 



4Ь«Г 



1т 



1МГ. 2Ха:^ 2Ха?., ч- « л о\^ К1— з"^ ,^., 
р— I втат Д ат ^\{x,^)8гп2x (й?=2 > тд* т:;^*^* ^'*) 

Правую часть равенства (34) можно изобразить тавъ: 

22)т{9 — 2д -н2д — 2д -ч-..,.}. 

Пусть 8 число еида 8-АГ-*-1. Пазовемъ черезъ Ф'{т) сумму вспаъ 
дгьлит елей т вида 8Нг±:1, уменьшенную на сумму дгьлителей т вида 
8А=ьЗ; черезъ Ч^\т) назовемъ сумму дтьлителей т вида 8А=*=1, 
большиосъ ^т, и дгьлителей вида ВЛгьЗ, меньшихь у/т, умень- 
шенную на сумму дгьлителей вида 8А^1, меньшихь ^т^ и дгьли- 
телей вида 8Д=ьЗ, большихъ \/т. 

Выраженхе Ф'{т)—^У\т) есть удвоенная сумма д-блителей 
т вида 8Н^1^ меньшихъ ^т, уменьшенная на удвоенную сумму 
делителей т ввда 8^=^3, меньшихъ ^т. Если т=(8А=ь1)'/то 
въ Ф'(т)— Т'(т) содержится одинъ разъ 8А=*=1; если ш=(8А^З)^ 
то въ Ф\ш) — Ч^'(т) содержится одинъ равъ — (8Л=±гЗ). 

7 
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1) Пусть 5=16^V-I-1=:сг5, с1й^. Если (1=8А=|=1, то ^=а (тоЛ. 16) 

и (Л войдетъ въ составь коэффицхента при ^ въ сумм'Ь (34) 
съ Н-. Если ^=8А=ьЗ, то 5=с?-1-8 (той. 16) и с? войдетъ въ тотъ 

же коэффищентъ съ — . Итакъ коэффищентъ при ^ въ правой 
части (34) есть 2Ф'(8)— 2 *"(«). 

2) Пусть 8=16К'^9=ас, а^ё. Если а=8Н^Ъ, то 8=а {тоЛ. 16) 

Е Л ВЪ составъ коэффищента при (/^ въ сумм^ (34) войдетъ 
съ -ь. Если й=8Л=ь1, то о^(з?-+-8 {то(1. 16) и Л въ составъ ко- 

эффищента войдетъ съ — . Итакъ коэффищентъ при §* въ этомъ 
случа* будетъ — 2Ф'(5)-*-2Ч^'(5). 

Равенство (34) могно сл'Ьдовательно написать такъ: 



1Г 



— 3— I 5гп ат Д ат ^Лхтп2х ах 



о 



в— 1 



=22(-1) * (Ф'С^НЧ'Ч^)}?'' (35) 

Требуется тотъ же интегралъ выразить такъ, чтобы кодффи- 
щенты состояли изъ функщй Р{п) и 0{п). 



2Ы . 2Ьх 



Ы . 2Ьх^ . . ,\\\у ?"• Ь"\ г ^ . / ч 1 
^тпат г>з (^?2)=4 / У _ ат -? I ягл(т-+-|>)а;-4-5гп(т — ^р)а? | . 

Будемъ искать коэффищентъ при 8гп2пх въ посл']^дне11ъ ряд^: 






1) Если п четенъ, то получимъ 
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2) Если п нечетно, то получимъ 

8%п ат Э'1(я?,2) 



те тс 



оо 



= 29,(0,д){2]2^**-^>'(1-ь22-*-ч-....-1-22~*^'^'^')««(4я— 2)» 



Пг=1 



оо 



^^^\2^'^ *-ь2г-*^...ч.2з"^^*^^^')5т4ш?}. (86) 



2Х 22/0? 

— Д ат ^п2х=ш2х 

те те 



2^^^Аш2{г-*-1)х-ш2{г—1)х\. (37) 



-=1 

Ж 



4ЬЧ Г . 2Ьх. 2Ъх. , , . о ^ 
— 5— |^л ат Д ат — *,(а?,2)5т2а? ах 



ео м в=п— I оо оо я— 1 

п=52 6=0 а=:— 11+ « п=| 6=0 а=— п+4 

-ь22 2 ^(-1)*(3**'^"'''''^-Й*'''^"'''''>)}».(0,з). (38) 

п=1 6=0 а=^п 

1г,(л,Ь,а)=п*— п-ь(л — 1)(2Ь-ь1)— а^,тез(п,Ь5а)=:л*— л-1-п(2Ь-ь1)— а*, 
47Гз(п,Ь,а)=4л'-^(4л— 2)(2Ь-ь1)— (2а-+.1)«— 1, 

47г,(м,М)=4п*-ь(4л-н2)(2Ь-1-1)— (2а-*-1)'— 1. 

Бс*]^ показатели $ въ кривыхъ скобкахъ равенства (38) Д'Ьлятся 
на 4. Будемъ разсматривать чегверть каждаго показателя, кавъ 
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минусъ-опред'Ьдитель некоторой формы. Для этого представимъ 
эти четверти показателей въ сл^дующихъ видахъ, полагая а по- 
ложительнымъ или равнымъ нулю: 

7гД^;,Ь,а)=(п-+-6-4-а)(п--1-?> — а) — (Ь-ь1)- 

=(2п— 2)(пч-Ь— а) — (п — а— 1)*, 

7г,(л,Ь,а)=(л-|-6 ^-а)(г?"ьЛ — а)— й*=2п(п-4-6— а)— (п—а)*, 

7Сд(л,&,а)=(п-4-й"1-а-н1)(п-1-й — а) — (Ь-ь!)* | (39) 

=(2л— 1)(>г-нЬ— а)— (л— о— 1)^ 
теДл,&,а)=(л-»-& -»-а-+-1)(п 4-& — а) — Ь* 
=(2п-4-1)(лч-&— а)— (п— а)*. 

Будемъ^ ради краткости, употреблять сл%дующ1я обозначен1я: 

Прннявъ эти обо8иачен1я, разсмотримъ, каше коэффищенты 

будутъ при некоторой степени д, напр. при д^, въ четырехъ сум- 
махъ: 

' (40) 

въ которыхъ суммы берутся между тЬшж же пределами, какъ и въ 
равенств'^ (38). 

1) Если Ъ-^\%п-а — 1, то беремъ для 7Г|(л,Ь,а) первое ивъ 
равложешй (39), иначе беремъ второе ра8ложен1е. Первое раз- 
ложеше даетъ или формы съ двумя крайними четными ко9ффиц1ен- 
тами, или — съ двумя крайними нечетными; второе разложеше даетъ 
формы или съ двумя крайними четными коэффищентами, или съ од- 
нимъ четнымъ и однимъ нечетнымъ; при этомъ, если одинъ изъ 

крайнихъ коэффиЦ1ентовъ или оба нечетны, то ( — !)''=(— 1) ; если 

же оба четны, то (—1)^= — ( — 1)^. Принимая въ разсчетъ, что 
въ суммахъ (40) а можетъ быть отрицательно и что формы 
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{Л, ^, с) и ((2, — /*, с) не всегда эввивахентнн, можно сообразить, 
ЧТО коэффищентъ при $ въ первой изъ суммъ (40) будетъ 

(—1)^ ) ЩД)-36?(Д) { -^поправка, 

гд% поправка зависитъ отъ н'Ькоторыхъ формъ частнаго вида. 

2) Коэффищентъ во второй изъ суммъ (40) выразится тою же 
формулою. 

3) Если п — а — 1^Ь-+-1, то первое изъ изображен^ (39) 
1г,(п, Ь, а) дастъ приведенныя формы еъ однимъ крайнимъ нечет- 
нымъ коэффицгентомъ, а другимъ четнымъ; при этомъ ( — 1)^ 

= — ( — 1)^. Если жел— о— 1<;Ь-4- 1, то получаемъ изъвтораго изоб- 
ражешя (39) по одному разу приведенныя формы съ однимъ край- 
нимъ коэффищентомъ нечетнымъ и другимъ четнБШъ и два раза съ 

двумя нечетными крайними; при^этомъ ( — 1)*= — ( — 1)'^. Поэтому 

коэффищентъ при $^ въ третьей изъ суммъ (40) будетъ 

— 2( — 1) Р(^)-^поправка. 

4) Коэффищентъ при ^ въ четвертой сумм^ выразится той же 
формулою, что и въ третьей. 

Итакъ правую часть равенства (38) можно написать такъ: 

^5(0,г){1-»-42](— 1)^ {21^(Д)— 3(?(Д)}(г^^н-л(т/>ав«а|. (41) 

Для опред'&кешя попраекщ должно разсмотр'Ьть формы частнаго 
вида. 

1) Формы (с, О, с). Если с нечетно, то въ сумм* (41) имеется 

членъ н-Ад^^^' ^' ^\ На самомъ же д4л* изъ удвоенныхъ суммъ 

(40) мы можемъ только получить ч-2з^^^' ^' ^\ Действительно, во 

второй сумме заключается членъ — д ^^' • ^ , который получается 

при а=0 и 6=0, а въ третьей сумм* -4-2}^^^'^'^^, получаемый при 
а^п — 1, Ь=2п — 2 и а= — п, Ъ=2п — 2. Следовательно мы должны 
пойравить сумму (41), вычитая 



— 102 — 



• • к 



Если с четно, то въ сумму (41) входитъ членъ — 12^^^^* ^'^\ На 
самомъ же д%л% изъ удвоенныхъ суммъ (40) мн получимъ только 

— 65? ^^*' ^' , а именно: изъ первой суммы — 2д^^^^' ^* ^^ при 
а=м — 1, Ъ=2п — 3 и при а= — п-1-1, Ь=2п — 3, изъ второй 

суммы —с^^^' '^^ при а=:0, &=0. Сл-Ьдовательно къ сумм* (41) 
должно прибавить 

Разсмотримъ теперь выраженхе 



ео 



*,(0,д)-ь4*5 (0,?)У](-1)^{2^^(Д)~3(?(Д) ]^^^ -^поп^ама. (4Г) 



Д=1 



Изъ предъидущаго ясно, что часть поправки, происходящая отъ 
формъ (с, О, с), будетъ 

гдЪ 2Г всякое положительное нечетное число, а у всякое поло- 
жительное число. Будемъ обозначать черезъ 9'($) половгшу еспаъ 
ртмиенш уравненгя х'-\ 64зу"=5, считая и отрицательный значенгя 
X и у^ при чемъ 5 число вида 8Лн-1. Тогда последняя четверная 
сумма можетъ быть написана такъ: 

25:{-9(8)ч-4ср'(5)}г^'-3*,(0,?). 

2) Форма (2с, с, 2с) при с нечетномъ входитъ въ сумму (41) съ 
коэффиц1ентомъ -ь12, а при с четномъ съ коэффищентомъ —12. 
На самомъ д'Ьл^ она можетъ явиться только въ первой изъ суммъ 
(40) при а^О, п=?'-»-2 и во второй при а=0 и п=Ъ. Следова- 
тельно при с нечетномъ поправка — 8, а при с четномъ -»-8. НазО" 
вемъ черезъ ^'{з) половину числа ргьшенгй уравненгя я?*-1-3.64у*=5. 
Поправка въ (41') отъ формъ (2с, с, 2с) будетъ {х нечетно) 



ео ео 



1бУ у( ^<'"' + *бУ')^2а'^'''^^^^'М 



«=1 У=| 



- юз»- 

= -4*,(0,г)-1-81;{-Ц;(в)-4-2ф'(8)}в^- 
Сравнивая равенства (35) и (38), получаенъ 

ео ^ц! ее 

2](-1) ' (ф'(в)-'Г(5)}2^^-3*.(0,г)-2]9(«)2'' 



ее СО ео 

1=1 «=| «=| 



ео 



•2*.(0,з)2(-1)^{21^'(Д)-Зб=(Д)}г*^ (42) 



А=1 



Чтобы приравнять коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ 
2у должно во 1) сд^ать умножеше на ^.(О??) ^'^ посл-Ьдией сумм^ 
и во 2) определить Л черезъ 5, гд% л всякое положительное 
число, а $ положительное вида 8Дч~1. 



2», (0,2)Ц-1Г { 2Р(^)~ 3(?(Д ) } д 



4А 



1Л* 

4Д+ -г- 



=42У](-1)^{2]?'(Д)-3<?(Д)}д * 



А т 



т* 5 . 8—Ш^ 



Пусть 4Д-ь -— = -; тогда Д= ^^ . Такъ какъ Д ц-блое число, 
•^ 4 4 16 

то ш не всякое нечетное число: если 5=16^-+-1, то 1п=1, 7. 9, 



15, 17 ; если же 8=16<-ь9, то ш=8п^3. Соображая все 

предъидущее и полагая (т(б)=-, получаемъ 



ш 



:(-.1)»<-^'{ф'(в)— '^"(«)1-*-?(8)+4ф(8)-4?'(в)-8ф'(8), (43) 
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гд^ т должно такъ изменяться, что в— ^н^^О в ,^ ц'&юе 

ЧИСЛО. 

§ 35. Нанонецъ для вывода последней изъ восьми основнвхъ 
формулъ Бронекера возьмемъ сл^дуюпця равенства: 

п ат а ат =4 7 т 

-^2 



— =-5гп ат Д ат =4 / , т ^^ 1^<х>. 



*Д2а?,г')с(М?а?=2(— 1) ' {5$п(2|>ч-1)я?Н'5т(2р— 1)а?}д * , 
гд'б т и |> нечетныя числа. Изъ этихъ равенствъ сл^дуетъ 



-г- ^п ат— -Д от-— -а, (2а?,г»)«>» Да?=2> \ >;^^, 

тс ^ тс тс м^ 1-Н2 



1 8т ат Д ат- — ^^^ (Щ9^)со9х ах=2 

у1(8пч-3)г1' ^у^ (8|»-1-6)а'^ ^у тч-1)^" 

П=0 »=0 Явво 

гд4 Х=(8пч.1)«н-6(8п"*-1)-ь1, р=(8п-ьЗ)'-н2(8п-1-3)-*-1, 
(т=(8л-1-5)'^ 6(8п-+.5)-4-1, т=(8п "ь7)«-+.2(8п-^7)-1-1. 
Обозначая черезъ г число еида 8п-4-7, можемъ (44) написать такъ: 

4.К'к С . 2Кх^ 2Кх^ .^ ,. . 

— ^ I згп ат Д ат ^^ (2х^2^)со8х Лх 

тс'у 3 •/ ^ ^ 

=2(-1)~{ Ф'(г-)-Т'(г) } ^. (44-) 

Для опред^левхя интеграла другимъ способомъ возьмемъ ра* 
венство: 

— Д ат^*,(2я?,з«)=22(— 1)^2^'81п2т:г 



- ш - 

Будемъ обозначать черезъ ^ веякое цЪлое поло&ительное число. 
Опред'Ьлимъ воэффищентъ при 8ьп2{х. Должно различать два слу- 
чая: ^ четно и ^ нечетно. 

1) Если I нечетно, то воэффищентъ при ш2(х будетъ 

Посл% н^воторыхъ вычисленШ предъндупцй коэффищентъ можно 
написать тавъ: 

2) Если Ь четно, то кодффищентъ при 8%п21х выразится, если 
т по прежнему обозначаетъ нечетное число^ такъ: 

Помножимъ ЭТО равенство почленно на равенство: 

2Кк . 2Кх ^\} V ;(2^-1)т1 . . ,. . , ^.1 

вт ат ^со5Я?=2> 7.2 |5т(тч-1)я?-1-5«п(т— 1)а;|. 
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Пож^оживЪ; возьмехъ интеграогь: 






во ее +я 



=2»(0^')|2 I 2'(,1М-.».«)^!^^'.-)) 



11=0 й=| а=гг — П 



ео во п — « 



П 1 



-22 2 2:й'"'"''"'*«'"'"'''°')), («) 

Я=1 6=0 в=0 

р, {п,Ь,а)=1Вп*-*-32пЬ-*-ВЪ—16а^ —1 , 

р, (я Д о)=1 6п*-+-32пг> -1-246— 1 6о'— 9, 

р, (я,Ь,о)= 1 6л* ч- 16п-1-32я6-ь8Ь— 1 6о'— 1 6а— 1 , 

р,(п,г»,о)=16п'ч-16п-*-32я&— 8Ь— 16о*— 16а— 9. 

Представвмъ теперь р,(п,&,а), р,(п,&,а), р,(п,5^) и р^{п,Ъуа) въ 
ввд^ минусъ-опред^клителей квадратшныхъ форнъ: 

р, (м,6,а)=(4« -н4Ь-к4а)(4л-ь 46— 4а)— (46— 1 ) ' 

=(8«-ь2)(4п-ь46— 4а)— (4Я— 4а-ь1)*, 

р,(я,Ь,а)=(4п-1-4Ь-н4а)(4п-1-4б— 4а)— (46—3)* 

=(8»-^6)(4»и-46— 4а)— (4п— 4а-нЗ)*, 

р, (»,6,а) = (4»-1-4б -»-4а-1-4) (4» -н 46 — 4а) — (46-1- 1 )* 

=(8«-н2)(4п-+-46— 4а)— (4«— 4а— 1)*, 

рДп,6,а)=(4п-1-46-*-4а-»-4)(4пч-4б — 4а)— (46-^3)* 

=(8п— 2)(4п-*-4б— 4а)— (4л— 4а— 3)*. 



•' ^ 



Въ выражешяхъ р^{п,Ъ,а) и р^(п,Ь^а) должно будетъ заменить 
а черезъ — а, если а отрицательно. 

Разсматривая внимательно эти выражешя, видинъ, что вторую 
часть равенства (45) можно написать такъ: 



2*(0,д*)2М(г)г»*' . 

Д%Йётвителъно, при^ изм^ненш п^ Ь ш а въ прёдЪлахъ, уЕазан- 
ныхъ въ равенстве (45), р^ (п, Ъ^ а) даетъ намъ формы двухъ ро- 
довъ: 1) ташя формы, у которыхъ средшй кодффищентъ вида 
=*=(4п'-«-3) и оба крайше делятся на 4 и при томъ сравнимы 
между собою по модулю 8; 2) формы съ среднимъ коэффищентомъ 
вида ±(4п'-4-1), однимъ изъ крайнихъ вида 8л' -+-2 и другимъ 
крайнимъ, делящимся на 4. Показатель Рз(п,&,а) даетъ намъ также 
форму двухъ родовъ: 1) формы, у которыхъ средшй коэффищентъ 
вида =ь(4п'-ч-1) и оба крайнхе делятся на 4 и при томъ срав- 
нимы по модулю 8; 2) формы, у которыхъ средшй коэффищентъ 
вида =^=(4п'-^3), одинъ крайшй д^^тся на 4, а другой вида 
8п'-1-6. Выражеше р^{щЪ,а) даетъ также формы двухъ родовъ: 
1) формы, у которыхъ среднШ коэффищентъ вида ±(4п'-ь1) и 
оба крайн1е делятся на 4, но не сравнимы по модулю 8; 2) формы 
съ среднимъ коэффищентомъ вида =ь(4^'+3)^ однимъ изъ край- 
нихъ вида^ 8п'-4-2 и другимъ крайнимъ, кратнымъ 4. Наконецъ 
рДп,&,а) даетъ формы, у которыхъ средшй коэффищентъ вида 
=±=(4п'+3) и оба крайше д'&лятся на 4, но не сравнимы по мо- 
дулю 8, и формы съ среднимъ коэффищентомъ вида =1=(4п'-ь1), 
однимъ крайнимъ вида Зп'-нб и другимъ крайнимъ, кратнымъ 4. 
Такимъ образомъ каждая неэквивалентная приведенная форма съ 
двумя крайними четными коэффищентами будетъ имЪть одного 
представителя, и только одного, между показателями Р|(п,2),а), 
р^{п,Ъ,а), р^{п,Ъуа) и р^(п,Ьуа), находящимися въ выраженш, заклю- 
ченномъ въ равенстве (45) въ кривыя скобки, и следовательно 
правую сторону (45) можно написать такъ: 



2Щ2')^{0{г)-Р{г)]а 



щг 



Но числа вида Ькч-! не разлагаются на три квадрата, поэтому 
изъ формулы (30) сл-Ьдуетъ в(г)=2]^(г); сл-Ьдовательно 

1Г 

^ Глп ат—^ ат—^, (2ж,в>8а! ^=2»(0,?')Щг)Л (46) 
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Сравнимъ (46) съ (44'): 

2*(0,в')22^'(^)д'''=^(-1)^'■~'V(»')-Ч^И^/; (*7) 



1''- 



(*•- 7), 



22?'Сг>-42?'(г—4*)-+-42г'(г— 8')— ....=(— 1)"' '}ф'(г)— Ч^(г)}. (48) 

§ 36. Форжудн (11), (12), (13), (18), (19), (33), (43) и (48) 
суть основння формулы Бронекера, которыя онъ сообщилъ въ 
57 ток^ журнала Крелля. Для удобства я ихъ выпишу въ одну 
табличку, напошная, что п въ нихъ обозвачаетъ всякое положи- 
тельное цЪлое число, т всякое нечетное положительное число, 
5 число вида вп -1-1, а г число вида 8»-«-7: 

^'(4я)^-2^'(4»-1')^-2^'(4я— 2*)-4-....=Ф(п)-^2Х(«)-+-Т(п), (49) 
1г'(2»»)-+-22?'(2т— 1*)н-22г1(2т— 2')н-....=2Ф(«)-»-9(«), (50) 

2?'(2»»)—2^'(2я»—1»)-*-22*'(2т— 2*)— ....= — 9(я»), (51) 

22''(т)н-4Р'(«— 1 »)-1-4^'(я1— 2')-+-....=Ф(«)-+-Т(»») + ^(т), (52) 

22г'(т)— 4^'(т— 1*)-1-42?(л1— 2«)-.4г'(»»— 3*)-1-4Д»»— 4')— .... 

=:(-1)«^'*~'^{ Ф(т)-Ч^(«) } -ь9(»»), (53) 

3(У(»»)-н 6в(»1^1 *)-|-6<?(»»— 2') -^ б(?(|»— 3')-н66'(т— 4')-ь.... 

=Ф(Л|) -1-ЗЧ^(»») -ь 3(?(||») н- 2ф(т), (54) 

21^(г)-42?'(г—4')-н42г'(г-8»)— ....=(— 1)'^"""'^ Ф'(г)-Т'(»') }, (55) 
42;(-1)>-'^>1^(*-=|^)-3^(^-=^) } 



=(-1)»^' '^(в)-'П8)1-*-т(»)н-4ф(8)-4?'(«)-8ф'(«). (56) 

Посредствомъ этихъ фориулъ иожно постепенно вычислить 
числа невквивалентныхъ классовъ формъ съ отрицательными опре- 
д^ителями; особенно для 8того удобны формулы (55) и (56). 
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§ 37. Крои^ 8тихъ формулъ Еронекеръ вывелъ еще н^которыя 
формулы. Но всЬ 9ТЯ формулы выводите! И8ъ предъждущихъ фор- 
мулъ: ошЬ получаются или И8ъ (49) — (56), *или простыми пре- 
образовашями рядовъ, изъ которыхъ выведены (49) — (56). Мы 
ограничимся выводомъ только нЪвоторыхъ, наиболее интересныхъ 
формулъ. 

Прежде всего мы им^емъ рядъ элементарннхъ формулъ, т. е. 
формулъ, могуп^ихъ выводиться 9лементарными сообра&енхями. 

Если п не нечетный квадратъ, то Р(4п)=^2Р{п); (57) 

если же ш нечетный квадратъ, то Р{4т):=^2Р{ш)^1. (58) 
Для всякаго п (?(4||)=2<'(4п) -ьб^п). (59) 

Если п=1 или 2 {таЛ. 4), то 0{п)=^Р{п). (60) 

Если п=7 (тоЛ. 8), то 0{п)==2Р{п), (61) 

Если п=3 (тос1. В) и не утроен, квадр., то 3(х{п)=4:Р{п); (62) 

если п=3 {тос1. 8) и утроенный квадр., то 36^п)=42^(п) -ь 2. (63) 

Для вратБости ивложешя мы иногда не будемъ пренебрегать 
элементарными доказательствами. 
Формулы (57), (58) и (61) уже доказаны. 

Формула (60) показываетъ, что нельзя составить форму вида 
2ах*'*-2Ьху-^2су*, у которой минусъ«опред^итель вида 4^-ь1 
или 4^^Г-^-2. 

Формула (59): всякая форма съ опред'Ьлителемъ —4п, у ко- 
торой два крайехе коэффищента делятся на 2, им*етъ вмдъ 
2(Кй*^4Ьху'^2су*\ поэтому такихъ неэквивалентныхъ формъ столь- 
ко, сколько неэквивалентяыхъ формъ съ опред'Ьлителемъ — п вида 
аа;*=ь26а;уч-су*. 

Наконецъ для доказательства (62) и (63) найдемъ два выраженк 
для числа разложешй 8п+3 на три квадрата; очевидно, что всЬ 
эти квадраты нечетны. Прежде всего изъ формулы (30) слЪдуетъ 

Теорема. Число разлажент 8п-^3 на три квадрата равно 
24^Р(8л-*-3) — 12(т(8п-ьЗ), если 8п-*-3 не утроенный квадратъ; 
если-же Ъп-^д утроенный квадратг^ то число разлооюетй будетъ 
24-Р(8п н- 3)— 12б?(8п ^'3)-н8. 
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Для полу^ешя второй формулы, изображающей число разложе- 
шй на три квадрата, замЪнимъ въ равенстве (49) п черезъ 2п-ь1 ж 
вычтемъ почленно идъ него равенство (52), полагая въ посл^днемъ 
111з=:2п-«-1. Принимая въ соображете формулы (57) и (58), по- 
дучимъ 

^?(8п-*-3)-I-Д8п-I~3— 8) -ьДвл-нЗ— 24)4-^^(8^4-3—48)4-.... 

=Ф(2п-Ы). (64) 

Помножимъ обФ части равенства на 2д ^ и будемъ суммировать^ 
сридавая п ъ&к ц^лая значешя отъ О до со: 



П=:ф П=:ф 



Сд^аемъ въ равенстве (6') х=^т:. Зам'Ьтивъ, что 



получимъ 



во вэ 



00 






п=о 



00 



+ 00 



(65) 



=УУУ 1{(2«+1)'+(2У + 1)*+0^ + 1)'} ,^р. 



«, у, ^=— «» 
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Теорема. Число разложенш %п-^Ъ на три квадрата^ считая 
и атрицательныя ргьшенгя, роено 8Р'(8пн-3). 

Сопоставляя эту теорему съ предъидущею, внводимъ формулы 
(62) д (63). 

. Мы вм^емъ такимъ обравомъ двЪ теоремы о чисж^ раздожещй 
даннаго чисда натри квадрата; одна теорема общая, другая д|1етъ 
тесло раоложенШ на три нечетные квадрата. Дв-Ь теоремы, подоб-^ 
ныя последней, прямо вытекаютъ изъ общей теоремы при прр* 
м^ненш (60) формулы. 

Теорема 1. Число раалооюенШ числа еида 4п-«-1 иа три кв(лд^ 
рата равно \2Р(4.П'*'\) илм 12^^(4п-«-1)— 6, смотря потомущЦС 
квадратъ или квадратъ 4пч-1. 

Теорема 2. Число разложенгй 4п+2 на три квадрата равно 
12Р(4П'+'2). 

Зам^тимъ еще одну формулу Бронекера, которая легко выво- 
дится, если въ равенствахъ (52) и (53) положить ||>=?4п-^1 и 
вычесть второе изъ перваго; цользуясь кром^^ того равенствами 
(57) и (58), получимъ 



Р(п)-^Р(п—2)^1'{п—6)ч-Р(п—12)^Р(пг^20) 



• • ♦ 



= 1ч^(4п-Ы)-н|т(4пн.1), (67) 



гд4 т(4л-ь1) число р4шея1й уравненхя (2а?-*-1)*-ь4(2у-*-1)*=!- 
считая и отрицательный рЪшешя; следовательно при п нечетномъ 
т(4л-1-1)=29(4^-+-1), при п четномъ т(4л-4-1)2?=0. 

§ 38. Въ предъидущихъ формулахъ играли роль функщи, обо- 
значающ1я суммы делителей различнаго характера н^котораго 
числа п: Ф(л), ^У{п)^ Ф'{п) и Ч''(п). Допуская ум-Ьше разлагать числа 
па комплексныя Гауссовы цЪлыя числа, можно вывести друпя фор- 
мулы, связываюпця функцш ^Р и (? съ новыми функщями, завися- 
щими отъ нахожден1я р%шен1й неопред^енныхъ квадратныхъ 
уравнешй съ двумя неизвестными. Такъ, Бронекеръ опред^ляеть 

Ц—1)^Р{п—4к% А=0, =ь1, =ь2...., (68) 

съ помопцю функцш 



0(п)=:2(— 1)^*"^^ («8') 

гдЪ т всевозможныя нечетный положитедъныя числа, удовлетво* 
ряющ1Я равенству 1*ч-ш*=:Пу при чемъ I или положительно, или 
отрицательно, или нуль. Зам^тимъ, что для п^З {тоЛ. 4] суша 
(68) получается рядомъ легкихъ вычислешй ивъ формулъ (52), 
(63) и (54). 

Для опред^левая суммы (68) въ случа'Ь п^1 или 2 {пюЛ. 4) пе« 
реведемъ теоремы 1 и 2 предъидущаго параграфа на алгебраиче- 
ски явывъ: 



00 

4^Л4п-ь2)д"+«=<^,«(0,г)»,(0,з), 



*=• 



00 

4 



00 

2]^'(4п-1-1)д"+5=*,(0,2){*,«(0,з)-ч-1}. 



Умнозвнмъ оба равенства на ^(0,^) и вспомнинъ, что ^,'(0)9) 
=*.(0,з)»(0,з)*,(0,д). 

22:2(- 1 )"'2?'(4я-»-1)/''"'""''"5=г 21(-1 )^^'*~%"'''^«"' 

ч.22(— 1)"' з"''"^*"*' , 

гд4 т и ^1=1,8,5,7. . . ., л=0,1,2,3 , п^=0,=^=1,^±=2,=4=3, 

Сравнивая одинаЁовыя степени въ обоихъ равенствахъ, получаемъ 

2^:(- 1 )^Щп'^2-Ак')^Ц—\ )^'^'"^ т=12(4|гн.2), (69) 
н 

2Е(-1)*2?'(4л-ь1-4А*)=и(4п-*- !)-+-(— 1)"(р(4пч-1). (70) 
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§ 39. И8ъ восьми основныхъ теоремъ Бронекера и изъ равенствъ 
(57) — (63) выводятся еще мнопя интересныя теоремы; 9ти тео- 
ремы иногда яжЬютъ такую неожиданную форму, что на первый 
взглядъ он'Ь кажутся не имеющими ничего общаго съ выведен- 
ными нами формулами Бронекера. Такъ, Л1увилль въ 14 том% 
своего журнала даетъ три интересныя формулы, которыя, не 
смотря на свой оригинальный видъ, суть слФдствхя теоремъ, но- 
м^щенныхъ нами на страниц'^ 111. 

Однако можетъ случиться, что сл^дств1я выводятся на столько 
сложнымъ путемъ изъ теоремъ Бронекера, что можно предпо- 
честь выводить ихъ прямо способомъ Эрмита, т.-е. тЪми прхемами, 
которыми мы вывели восемь формулъ Бронекера. Бром% того упомя- 
нутый способъ можетъ дать и так1я теоремы, которыя совершенно 
незавиеятъ отъ восьми теоремъ Бронекера. Бъ теоремамъ посл^дня- 
го рода относятся тав1я, которыя даютъ свойства болФе сложныхъ 
функцШ чЪмъ Р{п) и (х{п); так1я бол^е сложныя функщи также 
обозначаютъ числа изв^стнаго рода формъ съ даннымъ отрицатель - 
нымъ опредЪлителемъ. Бъ теоремамъ, не выводимымъ изъ восьми 
формулъ Бронекера, могутъ относиться и новыя свойства функцШ 
Р(п)^ 0{п) и М(п)] такъ, Гирстеръ далъ ц1>лый рядъ такихъ но- 
выхъ свойствъ. Всл'1дств1е всего этого очень уместно сделать 
зд%сь н'Ёсколько общихъ соображенШ о прхемахъ^ употреблен* 
ныхъ нами при вывод'Ь формулъ Бронекера. 

Во вс^хъ предъидущихъ выводахъ определялся какой нибудь 
коэффищентъ тригонометрическаго разлэжешя функщи, въ кото- 
рой произведен1е трехъ Якобхевыхъ функщй длится на произве- 
дете такихъ же*двухъ*функц1й. Бъ своихъ двухъ статьяхъ, трактую- 
щихъ о приложетяхъ дллиптическихъ функщй къ теорхи чиселъ, 
Эрмитъ ооред^ляетъ всегда только постоянный членъ тригоно- 
метрическаго разложешя; этимъ^ можетъ бать, объясняется то, 
что въ его статьяхъ выведены только некоторая частныя формулы 
и что задачу о трехъ квадратахъ онъ р^шилъ не съ разу. Броне 
керу должно приписать мысль определять коэффищентъ при созх 
въ тригонометрическомъ разложеши; всл%дств1е этого выборъ фор- 
мулъ звачительно расширился, 

8 
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Во вс']^хъ предъидущихъ выводахъ вышеупомянутый коэффи- 
щентъ опред'Ьляется двумя способами; а потому и получаются 
равенства. 

Опред']&ляется, во первыхъ, коэффиц1ентъ, который получитсЯ| 
если эллиптическую функщю второй степени умножить на Якоб1еву 
функщю. Такимъ образомъ получается сумма дробей, у которыхъ 
числители и внамепатели — функцш модуля ^. Если это внраженхе 
расположить по возрастающимъ степенямъ д, то коэффищенты при 
разлиЛыхъ степеняхъ ^ будутъ н^которыя алгебраичесюя суммы 

делителей показателей д, у/д, \/^ л т. и. Бпрочемъ мы вид']^ли^ 
что возможны и друпя функцш, напримЪръ функщя Цп). 

Другимъ способомъ, въ пашихъ выводахъ коэффищентъ опре- 
Д'Ьлялся сл']&дующимъ образомъ. Определялось тригонометрическое 
разложен1е частнаго, полученнаго отъ д'Ёлен1я двухъ Якобхевыхъ 
функцхй на третью. Такое частное уже не двойно-перюдичная 
функц1я; зд'&сь коэффищенты при тригонометрическихъ функщяхъ 
состоятъ изъ суммъ конечнаго числа степеней модуля ^, Дал'Ье 
рядъ, выражающШ это частное, умножался на двойно-перюдич* 
ную функщю, частное двухъ Якобхевыхъ функцШ. При перемно- 
жен1и этихъ рядовъ ищется опять тотъ же коэффид1снтъ, что въ 
первомъ случа'Ё. Въ этомъ случае коэффищентъ выражался та- 
кимъ образомъ черезъ д, что степени д можно было разсматри- 
вать, какъ числа, пропорц10нальныя мипусъ-опред'Ьлителямъ л'Ь- 
которыхъ квадратичныхъ формъ. 

Въ предъидущемъ пр1ем'Ь можно кЬлв,тъ н']^БОТорыя изм^нешя. 
Такъ, Эрмитъ предлагаетъ употреблять иногда вм-Ьсто двойно- 
пер10днчныхъ функц1й производный отъ логариемовъ Якобхевыхъ 

фуНКЦ1Й. 

ПримЪнимъ описанный способъ къ выводу нЪсколькихъ^формулъ, 
отличающихся своимъ характеромъ отъ формулъ. выведепныхъ 
Кронекеромъ въ различныхъ его сочинешяхъ. 

Прим'Ьръ 1. На страниц* 83 им-Ьемъ формулу (3); помно- 
жимъ ее почленно на следующее равенство: 

^)=4|;(-.1)"^.^п2«., (71) 

Я=1 
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Перемвоживъ, возьмемъ ивтегралъ: 






2Кх ».(а?)»/(а?)^ 
% *5(а;) 



оо во а=п— 1 



=^Е 1 2](-1Г/'""''"*"'^^"'''^'. (72) 



п=1 6=0 а= — п 

Съ другой стороны, им']&еиъ 






О Я=! 



ео со 91—*^ 



^2^у1 у у/_^^«_, ♦»(я+26+1)-1(2а+1)= 



я= 1 6=0 а=^ — I» 



ео оо 



=42] УСЗ»-!)?""""""^'*'- (73) 

11=1 6 = 

Показатель при уд въ первой сумм'Ь моткетъ быть и здЪсъ 
представленъ въ двухъ видахъ: 

2п(2п~н2 к4Ь)— (2а-н1)*, 2м(4л ♦-4&— 4а)— (2п— 2а-1)^ 

Если (2а I 1)*^п', то 

2пя:'-+-2(2а-ь1)д;«/-1-(2|г-н2-ч-4%^ 

изображаетъ всевозможный лриведенныя формы съ опредЪлите- 
лемъ вида 1 — 8^ и однимъ крайнимъ коэффифентомъ четно-не- 
четнымъ, а другимъ четно-четнымъ. Если четно -не четенъ первый 
коэффицхентъ, то (— 1)'*"*=-*-1; если четно-нечетенъ трет1й ко- 
эффищентъ, то (— 1)^""*= — 1. 

Назовемъ черезъ 2а^-4-1 абсолютную величину 2ач-1 и положимъ 
2Л|-ь1>п, п^2п^-2Ь — 2а^\ тогда 
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2ш?'±2(2п— 2а,— 1)яу-ь(4||+4Ь— 4а, )у' 

изобразить или приведенныя формы съ опредЪлитедиши вида 
1 — 8^ и съ двумя четно-четными крайними коэффицхентами (въ 
такомъ случай ( — 1 )"""*= — 1),. или ташя приведенныя формы, у 
которыхъ первый воэффищентъ четно-нечетенъ, а посл^днШ чет- 
но-четенъ (въ такомъ случай ( — 1)"'"*= -1-1). 

Пусть наконецъ 2а|-н1>п>2л— 2а|-1-26; тогда 

4(п-^Ь— а,)ж*±2(2л— 2а,— 1)яу-ь2пу* 

изобразить приведеннБШ формы съ двумя крайними четно-четными 
коэффищентами, а также формы съ третьимъ четно-нечетнымъ и 
первымъ четно-четнымъ. Въ первомъ случай ( — 1)'*"'*=— 1, во 
второмъ (— !)**"" ^= -^1. 

Итакъ тройная сумма первой части равенства (73) состоитъ 

^ Кае— 6») , ,,, 

йзъ членовъ вида =±: 2^ , въ которыхъ с^, а'^4& , а и с 

положительны, с непременно четно-четно^ а Ъ нечетно; если 
а четно-четно, то передъ членомъ должно брать — ; если же а 
четно-нечетно, то должно брать *-4-. 

Будемъ обозначать иерезъ А{п) число вспхъ недкеивалентныхъ 
приведенныхъ формъ съ опредтьлгитлемъ — п и съ двумя ^д^айними 
коэффгщгентами четно-четнымщ черезъ В(п) число такихъ оюе 
формъ съ первьшб ноэффицгентомъ чет$ю*нечетнымъ и послпднимъ 
четно-четнымъу черезъ 2{2п) сумму нечетныо!^ д1ьлител€й 2п, лсенъ- 

шихъ \/2п. Тогда получаемъ теорему: 



•к>« 



— Л(8п— 1)— Л(8п— 3*)— ^(8й— б')— ,...=2:(2п). (74) 
ПрнхЪръ 2. Помножвмъ то же равенство (3) на 



^1^^~^ш2т;, 



Цх) ^ё1—д 






2Кх 2Кха,г ч ^ 
вгп от С08 ат в^7а?) йа? 

о 



— 117 — 



00 оо п — 1 оо 



=*Е Е ^,2^'''"'''^^''^''''=^]^[0{Вп-^)-Щп-^)]^''^'^ 



||={6=оа=: — П П=1 



2л— 



=8Уц8п—1)^ '^\ (75) 



11=1 



Умножимъ об* части равенства (75) на ^/(0)=*(0)5^а(0)*з(0)- 



4^ГА 



-5— I в%п ат С08 от ^(х) ах 



=1б|; |;(-1)'+^+V'/•''^'-* 



Г=1 6=0 

т— 1 



1т« _ __ . . 2п— ! 



=1б2:(— 1) * те* .Щ8п~1)д *; (76) 

зд'1сь по обыкновен1ю т обовначаетъ нечетное число. 

Пусть 2п=с?(?, 5>сг. Предполагая всегда одну изъ величинъ Л 
или 8 нечетною, будемъ употреблять следующее обозначен1е: 

5:(_1)5-^^+^+^^ег*=х(2л), (77) 

гд'Ь Л л 8 должны получать всевозможный значешя, удовлетворя-» 
ЮЩ1Я треиъ предъидущимъ услов1ямъ. Тогда 



со ео ео 



У У(— 1)Р(2^)-ь1)Д8п— 1)/"+*''+'с=:Ух(2п)2'*, 

П=1|1=0 П=| 

^^(8п-1)— 3^^(8п— 3*) ь 52^(8п-50— 72^(8п— 7^)-|-....=х(2п). (78) 

Мы упомянули на странице 113 о трехъ формулахъ Лхувилля; 
выведемъ теперь одну изъ этихъ формулъ^ такъ кавъ въ ней д']^ло 
касается той же функцш отъ различныхъ Ъ'{п)^ какъ и въ равен* 
ств* (78). 

Помножимъ обЪ части равенства (66) на ^/(0): 
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гд1> I и т всевозможиыя дечетпыя, положительныя числа. На 
страииц'Ь 48 иь^^^ем*:. формулу. (ЗГ); применяя ее, получаенъ 

1(_1)-^'-^)щ4|п— 10==22(— 1)''"^^(2г-ь1)(28 »- 1) 

=:2:5:(а'— 46'), (79) 

гд* г берется такъ, что 4т— »*>0, (2гч-1)^-н(25-н1)*=2ш, 

2г-ь1= ±(а 4-2Ь), 254-1= =±г(а— -26), а*'Ч-4Ь'=т. 

Посл']&дпяя сумма должна распространяться на вс']& положитель- 
ныя а и на положительныя, отрицательный и равныя нулю Ъ, 

§ 40. П р и м % р ъ 3. Этотъ нримЪръ мы посвятимъ выводу 
формулъ Гирстера третьей ступенщ о формулахъ другихъ сту' 
пеней мы скажемъ н1>сколько словъ въ 7-ой главЬ. 

Въ теорш эллиптическихъ функщй изв^стенъ сл']БдующШ рядъ: 

Шъ этого ряда диффереи[Цировав1емъ выводимъ 

М1(^^ =Ыдх^^У^^п2гх, (80) 

ЗамЪтивъ однако, что 

\ да> \ ~ ' их* ^ ад ' 

легко находимъ 
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1Д».и{'М^}^_».(о)«^,..}й . 



) 



<М СО (М 



=2^] ^'**-^-4ьУф{п)^'^^*■20^Щп)^'^. (82) 



П=| П=1 Я=| 



Бъ иосл'Ьдней формуд']^ Ф{п) и ЧХп) значатъ то же, что и въ 
формулахъ Бронекера. 

Опред'Ълимъ тотъ же интегралъ инымъ путемъ: 

<^^(^)^М^У?)^^^(0)со<^а;--8|]пг'''8ш2па; 

П=1 



л> П— •! ео п 

-4-2.'1-, (0)2 У^^^'-^^'8т2т-I^и,{0)У Уу'~^''~'^' 8т2пх. (83) 
Зам']&тивъ же, что 



1Г 



- {8гп2пхсо1дхс1х^=^1у' \8гп2рх 8гп2пх с1х=^0 или 1, 

о о 

смотря ПО тому, 2^ не равно или равно п, находимъ 






*) Если въ Лкоб!евой фуокц1Ц пропущсиъ модуль, то подразум'Ьвается 
модуль а. 
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«.(0)1; |:/-<"--''*4».(0)|; I; !;«••+"'- •• 



оо со 



8».(о)2; Е 2],"'+"^-&' . (84) 



П= 1 6= 1 а: 

Подразумевая подъ 2^ какое нибудь положительное число или 
нуль, разсмотримъ выражевхе 4п' -н 4пЬ — <!,*. Бели ^ ^ и, то 
4>г*-ь4пЬ~^^=2п(2п-ь26) — ^* можно разсматрнвать какъ минусъ* 
опред'1литель приведенныхъ формъ: 

Придавая п всевозможныя положительння значешя, Ъ — ^тЪ же 
значен1я со включешемъ нуля, а ^—всевозможныя значен1я, не пре- 
вышающ1я п и не меньш1я нуля, мы получимъ всевозможныя при- 
веденныя формы съ двумя крайними коэффищентами четными и 
съ отрицательными определителями. Если 2п^2^^п, то 4п'-^ АпЬ 
— ^*=2п(4пч-2б — 21^)— (2п — ч)* можно разсматрнвать какъ ми- 
нусъ-определитель приведенныхъ формъ: 

2пж-=ь2(2п~^)а?у-|-(4п-*-2б-20!/-, 
(4П-1-2&— 2(0а?*±2(2я--Г)а;уч.2п!/*. 

Будемъ называть черезъ М{п) число вспаъ шжеивалентныхъ, 
приведенныхъ формъ съ опредгьлишелемь — п и двумя крайними 
коэффицгентами четными, считая всякую форму 2рх^'^2ру^ за 
половину ^ а форму 2рх^-^2рху-*-2ру' за треть (пир нгькоторыя 
положительныя^ цп>лыя числа). 

Тогда можно сообразить, что правая сторона равенства (84) 
можетъ быть написана такъ: 

^1 1 

— 82Ф(п)2"-ь82:Ч'(п)2"-1-12*,(0)2Ж(4»)2"-1-121%(0)5:ЛГ(4п— 1)2 * 

Сопоставляя иосл^днюю формулу съ формулою (82), получаемъ 
ариеиетическую теорему: 

^М{4п—Н*)—Ф{п)-^'Г{п), (85) 
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Л=0, =±=1, ±2, =1=3...., й'^4п, 

при чемъ однако полагается Ж(0)= — — . 

Эта теорема есть слЪдств1е формулъ Бронекера; выводъ еа при- 
веденъ только съ тою цФлью, чтобы последующе выводы были 
понятнее. 

ЗамЪтимъ теперь одну особенность формулы 2п(2п +-26) — ^* въ 
томъ случа'бу когда она сравнима съ 1 по модулю 3« Положимъ, 
^:==±=1 (тоЛ 3); тогда 2л==±=1 {тоА 3), 2пч-2Ь=ч^1 {тоЛ 3). 
Въ такомъ случа'Ь, не смотря на предъидущ1я ограничен1я, въ 
формулахъ 

2пх^^2^ху'^2{П'Ь-Ъ)у\ 2ш;'=±=2(2|^— 0я;у-ь2(2п-нЬ— г;)у«, 

2(2п-4-6-.0я?*±2(2п— ^)(гун-2п!/* (86) 

мы при- измЪненш п, & и С въ тбхъ же пред^ахъ, какъ на стра- 
нице 120, будемъ им^ть всевозможный приведенный формы съ 
определителями, сравнимыми съ — 1 по модулю 3. Въ самомъ 
деле, если ^^2п {тоЛ 3), то въ двухъ последнихъ формулахъ (86) 
мы имеемъ все формы съ среднимъ коэффищентомъ, делящимся 
на 3, а въ первой формуле формы, у которыхъ первый коэффи- 
щентъ сравнимъ съ абсолютною величиною втораго коэффицхента 
по модулю 3; если 2п не =1^ (таЛ 3), то 2п-ь26^^, 4пнн26 
— 2!^2п — 2^ (тоЛ 3), и тогда въ первой и второй формулахъ 
третШ коэффищентъ сравнимъ съ абсолютною величиною втораго 
по модулю 3, а въ третьей формуле (86) первый коэффищентъ 
сравнимъ по модулю 3 съ абсолютною величиною втораго. Та- 
кимъ обравомъ при измененш п, & и ^ каждая приведенная форма 
изобразится формулами (86) два раза. 

Заметимъ кстати, что и въ случае ^0 (тоЛ 3) три формулы 
(86) даютъ все приведенныя формы съ определителями, сравни- 
мыми съ — 1 по модулю 3, но только по разу; именно первая 
формула все формы, у которыхъ среднШ коэффицхентъ делится 
на 3, вторая те формы, у которыхъ первый коэффищентъ сравнимъ 
съ абсолютною величиною втораго по модулю 3; въ третьей же 
формуле третШ коэффищентъ сравнимъ съ абсолютною величиною 
втораго по модулю 3. 
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Во всЪхъ предъидущихъ выводахъ вышеупомянутый коэффи- 
щентъ определяется двумя способами; а потому и получаются 
равенства. 

Опред']^ляется, во первыхъ, коэффиц1ентъ, который получнтсЯ| 
если эллиптическую функщю второй степени умножить на Якобхеву 
функщю. Такимъ образомъ получается сумма дробей, укоторыхъ 
числители и знаменатели — функщи модуля ^. Если это внраженхе 
расположить по возрастающимъ степенямъ д, то коэффищенты при 
разли*ыхъ степеняхъ д будутъ н^которыя алгебраичесшя суммы 

делителей показателей ^^ у/д, \/^ и т. п. Впрочемъ мы видЪли^ 
что возможны и друпя функщи, напримЪръ функщя к1{п). 

Другимъ способомъ, въ пашихъ выводахъ коэффищентъ опре- 
д'Ьлялся сл'Ьдующимъ образомъ. Определялось тригонометрическое 
разложенхе частнаго, полученнаго отъ д'Ьлен1я двухъ Якобхевыхъ 
функцШ на третью. Такое частное уже не двойно-перюдичная 
функщя; зд'&сь коэффищенты при тригонометрическихъ функщяхъ 
состоятъ изъ суммъ конечнаго числа степеней модуля ^. Дал^е 
рядъ, выражающШ это частное, умножался на двойно-перюдвч* 
ную функщю, частное двухъ Якобхевыхъ функщи. При перемно- 
жен1и этихъ рядовъ ищется опять тотъ же коэффиц1Снтъ, что въ 
первомъ случа*. Въ этомъ случае коэффищентъ выражался та- 
кимъ образомъ черезъ д, что степени ^ можно было разсматри- 
вать, какъ числа, пропорцюнальныя мипусъ-опред'Ьлитслямъ лЬ- 
которыхъ квадратичныхъ формъ. 

Въ предъидущемъ пртем'Ь можно делать н^которыя изм^пешя. 
Такъ, Эрмитъ предлагаетъ употреблять иногда вм-Ьсто двойно- 
пер10дичныхъ функц]й производныя отъ логариемовъ Якоб1евыхъ 

фуНКЦ1Й. 

Прим^нимъ описанный способъ къ выводу н^сколькихъ^формулъ, 
отличающихся своимъ характеромъ отъ формулъ. выведепныхъ 
Кронекеромъ въ различныхъ его сочинешяхъ. 

Прим'Ьръ 1. На странице 83 им'Ьемъ формулу (3); помно- 
жимъ ее почленно на следующее равенство: 

Я=1 
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Перемножнвъ, возьмемъ интегралъ: 






2Кх ».(!г)»,Ч а?)л 

8т ат . » /, т 

те *,(1Г) 



во ео а=гп — 1 



=^Е I 2](-1^/+'•■'^-'-^^^"+'^'. (72) 



11=1 6=0 0= — П 

Съ другой стороны, им^емъ 

2Кх 



^ дХд Лат «> 



о Я=1 



оо СО П— 1 



у/2Я*Г1 у у, -(п+26+1)-1(2а+1)» 



П= I 6=0 «=1^ — » 



ео ее 



=аУ УСЗ»-!)?""""""^'"- (73) 

«=1 6 = 

Показатель при уз въ первой суим']^ можетъ быть и зд'Ьсь 
представленъ въ двухъ видахъ: 

2п(2п-н2 >4й)— (2о-ь1)*, 2п{^п-^АЬ—Аа)—{2п—Ча-\)\ 

Если (2о-1 \Уйп\ то 

2ла;*-ь2(2о -»-1)а;2/ -ь(2п +-2-4-4%' 

изображаетъ всевозможныя приведенная формы съ опред-^лите- 
лемъ вида 1 — 8^ и однимъ крайнимъ коэффищентомъ четно-не- 
четнымъ, а другимъ четно-четнымъ. Если четно -нечетенъ первые 
коэффищентъ, то ( — 1)""*=-ь1; если четно-нечетенъ третШ ко- 
эффищентъ, то (— 1)^""*= — 1. 

Навовемъ черезъ 2а^'%-\ абсолютную величину 2а-^1 и положимъ 
2а^-ь1>п, л^2п4-2Ь — 2а^; тогда 



— аз€ — 



и ч 



-2в.— 1 



И1 га и::г:г^« 



Ъ^ ж Б ^Ф^■Е ^иуяг»- л ■*■ ■ шив гр||1||11МЕ 



к*: I :• : .111 ; 



111! с:;! ;4;:с:г^« 



м^^'Ш! т'МР'ии!^. а ПК 






-1**-^ 



■1- 



1+ »^|]::^^|к 



-1>*>3в — 2«,нк^ тпць 



41в-»4 — в, кг=*=2,'2»— а«,— 1 яу-*-амг' 



|«1! ,|; ^I ;^-':е:г-| 



*• • ■ • I : I I I 



:— ^:1-. г 



* а - 



ЛГ,^иьу'« I 



е 



форнв о» 
Нззвз» троЁлш С1ЯМ& пс^шай чвся рмригтд (7Б сеспнтъ 



I (» !(» у* 



^41^, «ЯГ 

с К1ш&-^пя11. ТО ю^юсь чхсшик пшю брш — : вен 
«ш^-лшеиш. то хап^о (фжп* -•-. 

БрЕПз. о&ошжчпз. чуек ^1(11) шсж^ «омр; «ляшм 
тритЬштаг фщрав. а окрядымм^кжг — « « а трмк 

фщаК' с» в9»01Ш1 ■ илл<к | ^1ИЩ 1 Я— ГУ ' плит т шли 
тшж^ %2|^ Тш:» зшжтааа тмфеяу: 




—лг^т—г: 






^^ 



•»• 



...=г(^т). (74) 



Прая^р» 2. ]1аш(жаж& тоже ршеяпм» (§) ва 




^'('>* 
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00 00 п — 1 во 



=*1 1 2/''^*'''^^''"'''=82{<?(8«-1)-Д8«-1))2''^* 



п=|6=оа=:— П П=1 



=8^ Л(8п— 1)3 ^^\ (75) 



П=1 



Умножимъ об* части равенства (75) на */(0)=*(0)*8(0)*з(0): 



яг 



— т- 1 8%п ат С08 от * (а?) ах 

'^ ^ т^ т: ^ ^ 



оо оо 

•4-Ь+1 2 Н + г+2гЬ 



иУ 2:(-»'^'^'''« 



Г=| 6=50 

т— 1 



%* .,«... -. 2п— I 



=162(— 1) ^ те* .Щ8п-1)д *; (76) 

здЪсь по обыкновевш т обовначаетъ нечетное число. 

Пусть 2п=(2(^, ^^Л. Предполагая всегда одну изъ величинь Л 
или 8 нече1пною^ будемъ употреблять следующее обозначен1е: 

5:(_1)г(^+*+1)й*=:х(2п), (77) 

гд* л п 8 должны получать всевозможный значен1я, удовлетворяв 
ЮЩ1Я тремъ предъидущимъ услов1ямъ. Тогда 



со ео ео 



2] У](— 1)Р(22)-1-1)Г(8п— 1)/*-*-«''+'с=2]х(2п)2«*, 

Г(8п-1)— ЗД8л— 3*)ь51^(8п-5*)— 71^(8п-7')-н....=х(2п). (78) 

Мы упомянули на страниц* 113 о трехъ формулахъ Л1увилля; 
выведемъ теперь одну изъ этихъ формулъ^ такъ кавъ въ ней д*ло 
касается той же функцш отъ различныхъ Р{п)^ кавъ и въ равен- 
ств* (78). 

Помножимъ об* части равенства (66) на ^/(0): 



- 118 - 

ТС 

гд1> г и т всевозмодсиыя нечетныя, положителышя числа. На 
страиицЪ 48 ш^'Ьемъ формулу. (ЗГ); применяя ее, получаемъ 

2(_1)->'--^)щ4т— г*)=2:2(— 1)'*"^*(2г-ь1)(25 »- 1) 

=2:2:(а*— 4**), (79) 

гд* г берется такъ, что 4т— 1*]>0, (2г 4-1)^-1- (25 4-1)*=2ш, 

2г-ь1= ±(а"ь2Ь), 25-ь1= =ь(а— -26), а*-ч-4Ь'=т. 

Посл'Ьдняя сумма должпа распространяться на всЬ положитель- 
ныя а и на положительныя, отрицательныя и равныя нулю Ь, 

§ 40. П р и м Ъ р ъ 3. Этотъ примЪръ мы посвятимъ выводу 
формулъ Гирстера третьей ступени; о формулахъ другихъ сту- 
пеней мы скажемъ п']&сеолько словъ въ 7-ой главЬ. 

Въ теор1И эллиптически хъ фунвщй изв'1стенъ сл'ЬдующШ рядъ: 
Шъ этого ряда дифферев[Цировашемъ выводимъ 

* ЗаиЪтивъ однако, что 

\ ах г ' ах* ^ й2 

легко ваходимъ 

-^^6^^^^^,ст2^x, (81) 
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Ш».М{'-^^^} -9.(0)«*'.>. ■ 



) 



<зо СО по 



=2У] 2**-*- 4 УФ(п)з"н.202]*^'(»)з"- (82) 



П=| П=1 П=| 



Въ иосл]&дней формуле Ф{п) и ^Г(п) значатъ то же, что и въ 
формулахъ Бронекера. 

Опред'Ьлимъ тотъ же интегралъ инымъ путеиъ: 



-*-2.'Ь,(0)У ^^^'^'-'^' 8т2ш -*-4:»,{0)У Уо*'~^'^~'^' 31п2пх. (83) 

п=1а=— пЧ-< 11=1 а=| 

Зам-Ьтивь же, что 

1 г 2 г 

- \ 8гп2пх со1дх с1х=1 ^- \8гп2рх 8гп2пх с1х=^0 или 1, 



о 



смотря по тому, р не равно или равно п, паходимъ 

1 ^(,)[^^»^)|'_»^(„)^,,^ 



П=| П=1&=:| П=|в=— П+* 



') Если ВЪ Якоб1евой функц1и пропущсаъ модуль, то аодразуи'Ьвается 
модуль ^. 
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Легко заметить, что вторая дробь посл'Ьдней суммы становится 
равною третьей, если въ ней р зам'Ьннть р—^ поэтому отъ сум- 
мироваяхя этихъ дробей останется конечная сумма, состоящая 
нзъ п дробей. Также при зам^нЬ р черезъ /)— л четвертая дробь 
Л^ается равною первой, умноженной на д^**. Соображая все это, 
представимъ предъидущую сумму такъ: 

1— д'" ^1-^»"+» 1-2'" ^^* 

р=о Р, 6=0 

Разсуждая также, представимъ вторую часть коэффицхента при 
со8бпх въ сл'Ьдующемъ вид^: 

1-5»" ^11-2»»-»''-» 1— о'" ^^* 

р=о Р» 6=0 

Конечная же сумма представляется такъ: 

^^* л9Л— |р-«_^^вИ+5р+« 

р=-о 

Простнмъ приведенхемъ къ одному знаменателю доказывается, 
что посл'Ьдняя сумма сокращается съ первыми суммами двухъ 
остальныхъ частей коэффищента, такъ что посл'Ь интегрирован1я 
отъ всЬхъ коэффищентовъ при различныхъ созбпх получимъ 



го со 



8 V У^|^5"<зп+эр+ 1^ ^зп(я?1Ч-зр-|-«)| 



Я=1 р=0 



<« <« 



уУ^ У^|^(зр+1Иэ6+0 ^(зр+5)(»6+«)1 



р=9 0бзео 
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Пусть Зп-ь1=:4*(6р-ь1) или 4*(12|>ч.10), гд% а>0; пусть 
Зп-ь1=Зр,-4-|),, и пусть опять Зр^ выражается формою а?*-ьЗу*, 
а р^ формою г*ч-Ы*. РЬшенхя уравнен1я 

(я;*ч-3у*)ч-(;г«ч-30=3пч.1 (93) 

разд^лимъ на группы. Еъ первой группе пусть принадлежать 
всЬ р^шен1я, для которыхъ и х*-^3у^, и г*-^Ы^ равны нечетнымъ 
числамъ; назовемъ число такихъ р%шен1й черезъ (л(а). Ко второй 
группе причислимъ всЬ р'Ьшенхя, для которыхъ наибольшая сте« 
пень двухъ, д-блящая и ж* I Зу', и г^ч-Ы\ есть 4; пусть число 
такихъ р^Ьшешй будетъ 9{л(а— 1). Къ третьей группе причислимъ 
вс^ Р'Ьшен1я, для которыхъ наибольшая степень двухъ, д'Ьлящая 
какъ а?*-4-Зу', такъ и ;г^*-1-3<', есть 16; пусть число такихъ р-Ь- 
шешй будетъ 9;/(а— 2). И такъ дал-Ье. Зам4тимъ теперь, что при 
а>у>0 [/(7) есть число такихъ р^шешй уравнен1я х^-^Ъу^-л-е^ 
-нЗ<'г=4*'(6|)-ь1) или 4''(12|>-1-10), для которыхъ и ^'^-нЗу', и 
^у'н-З^' нечетны. Что касается до [/.(0), то въ случае уравнешя 
я:'-ьЗу*-1-;зг2-+-3^*=4*(б2) 4 1) число р-Ьшешй уравнешя я?*-4-Зу'-нлг' 
^8<'=6/)ч-1 есть 3(х(0), въ случа* же а?' -*- 3!/* -н ;?'-+- Зг* 
=4"(12р 4-10) число р'Ьшешй уравнешя я^*-4-3!/^-1-^'-ьЗ<'=12^) 4-10 
есть [л(0); поэтому въ первомъ случа'Ь 3(л(0)=4Ф(6р4-1), а во 
вфсгромъ 3|л(0)=4Ф(12|>-ь10). Вспомнивъ теперь, что коэффищентъ 

при ^ въ каждомъ изъ производителей (91) равенъ коэффи- 
щенту при ^^у видимъ^ что коэффищентъ при ^^*^'^* въ пропав е- 
ден1и (91) всегда выразится формулою: 

1{р1(а)ч-(/(а^1)ч-КА-2)4-,л(а~3)ч-....-ь,х(2)-нК 

Допустимъ теперь, что доказана сл'Ьдующая теорема: для всЪхъ 

а, меньшихъ изв'Ьстнаго положительнаго цЪлаго числа, выраже- 

1 
ше (94) равно кФ(Зп-4-1). Тогда 

^х(а).н(/(а-1)ч-....ч-^(0)=5^(Зп-ь1)=|(2/+*~^1)Ф(28^ 
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предполАгая 3»-+-1=^''(2«н-1): Но. число всЫъ р^шен1й ура^о- 
нк »»-*-%'-♦-«' -♦-3^'=2'+Ч2«н-1) равно 4(2''+'— 3)Ф(2в-н1); сле- 
довательно 

1^(а-ь1)=(2'+'-3)Ф(28-ь1)-|[р.(а)-1-н<а-1)ч-....-1-(л(1)ч-(А(0)]; 
^{р1(а-1-1)-»-{л(а)-+-{1(а— 1)ч-....н-ц(1)ч-гл(0)}=(2'+*— 3)#(28+-1) 
-2|(л(а)-н^(а-1)-4-....-ь(х(1)-»-(л(0)!=[27 + '-3-^— 4-^]Ф(25 4-1) 

= 5Г2^+'— 1]<Р(28-»-1)=5Ф(12пч-4). ' 

О и 

Допущенная теорема в'Ьрна для а=0; легко ее также доказать 
и для а=г1'; сл'Ьдовательцо теорема в']^рна и для всякаго о.. Итакъ 
во всякомъ случа* коэффищентъ при з'", *в'ьпроизведенш (91) 

равевъ цФ{Вп'^А). 

Сопоставляя все эмшесказанное, видимъ, что изъ равенства (90) 
сд^дуетъ ариеметическая теорема: 

!22Ж"(12пч.4— 9й-)^Ф(Зп-ь1), | 

^ } (95) 

Л=;=0, =1,1, =ь2, =*=3,....,9Л*<]2|1-н4, ) 

Изъ равенствъ (85) и (95) слЬдуетъ немедленно другая формула 
Гнрстера: » • 



р 



(96) 



42:ЛГ(12пн-4— й, ')=Ф(Зпч-1)-4-2Ч^(3« >-1), 
А,=1, 2, 4, 5 Зр=ь1, , й,'<12п-+-4. 

ч 

Помножимъ об-Ь части равенства (83) н^ 

Ах 3 Ах 

""*" ^ Ьх-а^-^ . ^Ч6пч^2) Д^-^4-2^ ^1:^.^ч- . ^^>?(6пч>4)1Г. (97) 



Такъ какъ 



- I ьтЬпх сЫдЪх йл^=.\^ - 1 бш(вп=ь2)я; со1дЪх й;/;=0, 

о о 

то ВО вто]^й части равенства (84) останутся только т^ члены, въ 
которыхъ п^=ь1 {тов 3), а />^) (тог? 3). 

Отберемъ теперь въ результат-Ь, ц^оцц^^ццощ посдф; интеррн- 
ровашл пронзведеща , (83) 1^ (^1)уЖЬ н^щ^.ьъ которцхъ црка- 
затели ^ сравнимы съ 2 по нодулю 3: 

ЙУ |(6А±1)' .„, (3„+1)«-9(о- 1)' „,,„„ (8и±1)(3..±Ц-8Ь)-9(«-')\ ,^04 

+8^0 {1Ху » г» 211Ьз 1.(98). 



г 1* . <-Г 1 



Бъ последней формулЬ ЗЛ=±::1, 67?=ь1 и Зп=ь1 полагаются положи- 
тельными, суммирован1е же относительно Ъ }ц а производится въ 
т'Ьхъ же пред'Ьлахъ^ какъ и въ формулЬ (84). 

Мы уже зам^тдди ла страниц*]! 121,. что формула 4|1^~1-12п&— 9^'^ 
въ которой п не д'Ьлится на три, пришш^шеши ^, /> и ^ даетъ 
всевозможные минусъ-опред'Ьлители, сравнив/ые съ 1 по модулю 3. 
Отсюда ясно, что формулу (98) можно написать въ ха^рмъ |УВД']ё: 



Отберемъ же теперь всЪ члены, у кото^ызкь показатели д срав- 
нимы съ 2 по модулю 3, въ интеграл*]^ 



о . . / '• 






.. ... '1^).' К1/ .*.' .Я.;. 1>? I:/.-: ^ У мУ. 



для этого должно вычислить два произведен1я: одно, которое передъ 
интегрировашемъ умножается на •&,(3г^д^), и другое, которое пе- 
редъ интегрирован1емъ у|№0Жйе1!(Л йА '^*а(^,9)— *з(3а;,(/'). Первое 
произведеи1е получается отъ у1&й^ен1Й: выражен1я (97) на 

9* 
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второе прои8веде111е получается отъ умйожен1я выражвнхя (97) на 



Рядъ вычислевШ, совершенно иодобныхъ употребленнымъ при 
вввод^ формулы (90), даетъ яамъ, какъ постоянный членъ перваго 
произведешя, 

коэффищентъ же при со$6пя; въ первомъ проивведенш будетъ вуль. 

Во второю проивведенш коэффшцентъ при со8(6пн- 2)я; бу- 
детъ 

а нрн са5(6п-ь4)2: 

р*' *»• 

Надо заметить, что прн г положнтельномъ 
91п2гя;со<|93я?=са92га?-ь2са82(г— 3)а;+2со52(г — 6)аг-#-..,.-ь(х, 
гдЪ (х=:1 при 7—0 {тоА Ъ), (х= — ^по? : 9Мх при гг1 (шо^ 3) 
н (л=911м; : втЗх при г^2 {таЛ 3). 

ЗакЪтииъ кстати, что интегралъ 

2 Гсо82га; «та: , 

- 4к(С 



2 Г со82г 

^ ^ ей 
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рамнъ 1 ирш г^1 (тоЛ Ъ), — 1 при г^2 {тоЛ 3) н нулю при г 
вратномъ трехъ. 
Ковффищентъ при шх : 9%пЪх во второмъ проивведенш будетъ 



Всд^дств1е всего вышеетваннаго иитегражг (99) дктъ 



ее оо 



1 42}^'* ^ *^'-41в<'"+''^ *-*-82] У №-ЫХ8«+1+8б) 



1|гв| 6=1 



_ (8||+10(8л-Ь24-8*) 



]125](«^^''"^'^^'^"^'-в^^"^'^'*'*''^ (100) 



Формулу (100) можно представить въ нномъ вид^, если приба- 
вить къ ней 

о О 

вотъ этотъ видъ: 

-ч- 4 { 22:(д^'''"»' *^<'*+ *>— з^^-»- **<'*+ '^)) «. (ЮС) 

Первыя двЪ суммы выражен1я (100')^ очевидно, можно пред* 
ставить такъ: 

8 



52]ф(Зп-*-2)г^"+». 



я«=о 



Число З^) -ь- 2 не представляется формою х* -^ Зу*; поэтому 
есляим4емъ уравиеше ау'ч-Зу^ч-ж^ч-З^^вЗп-^г^тоау^ч-Зу^^Зп,-*-! 
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ца*г^-36'=Рг^щчкгЬ Если 3«^гн1 ц 3/^.^-1- 1 вечетны, т« |соэффвщм^ 
ты при д'^"»*'* и ^^"в^* въ сумм'Ь 

равны числднъ р'Ьшешй урл^кейх^ и;"-ьЗ«/'^ЗV^,"ь1 и 4;*-«-6Л* 
= Зм, -*- 1; если Зп, -ь 1 1? Япз §- 1 четй(Гйечетны или вида 
22*+*(2р-1-1), то т* же коэффищенты равны нулю; если Зп, ♦ 1 
и Зп^н-а^ «Мда'^^'^Сгв-ь!), то тФ те 1С08ффйц1еМ'^в буя^тг^ равны 

5 чиселъ р'Ьшей1*уравявтй^а'н-3^*з=53», -^1 и л'-|-3<*==3;га-|-1. 
Поэтому къ выражен1Ю 

• ■ «• 

можно прим'Ьнить т'Ь же разсужденхя, какъ къ подобному же 
выражен1ю ^равенства (90), съ тою разницею, что тамъ мы резуль- 
таты между прочимъ уменьшали въ два раза всл'Ьдств1с того, что 
суммы разнились между собою; такого уменьшешя зд'Ьсь уже 
не будетъ. Такнмъ обраавмъ посл'Ьднее выражеше равно 

Такъ какъ в.ыраженхя (98') и (100') равны между собою, тс; 
получаемъ 

1 

Всд^дств1е этого инЬекъ формулы: 

22:Ж(12м 1-8— г*)=Ф(Зян-2), (101) 

1=1, 2, 4, 5 ... . ЗА:;ь1, . . ... , I* < 12п ь8; 

^М{\2п-л-Ъ—9к')=ЩЬп-^-2), (102) 
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Посл'Ьдняя формула получается при вычитанш почленно равен- 
ства (101) изъ равенства (85), когда въ посл'Ьднемъ н вам'Ьнимъ 
черезъ Зп-ь2. 

Помножимъ равенство (83) почленно на равенство 






= соЬдЗх -«- 4 7 _ . 1,, зтбпх; (ЮЗ) 



по умножешн возьмёмъ междупред'Ьльный интегралъ; тогда нолу- 
чнмъ равенство, первую часть котораго представимъ въ следую- 
щемъ вид'Ъ: 

Щ1и.)ЧМ^^Л . т^т _,.,о,^,.со^З.}й.. (104) 

I) 

Отберемъ въ иб'Ънхъ частяхъ полученнаго равенства ыЛ члены, 
у которыхъ показатели ^ сравнимы съ 1 по модулю 3; тогда 
вторая часть нашего равенства дастъ выражен1е: 

2 А(0)-»,(о, ,.,] { ^ 1Г-'.,-.1 I 2;/""^— ■' 



со п 



-4[».(о)-»,(о,,-)]У п"'"-^-;'-! 



Л-= 1 а= I 



ео ео д 



зУ У у^Ч^'+'^С"-?)*} 



/»= I 6= I а= I 



ео 90 



=242:^^'"*-^^*.У'Ж(4м)?»"-н24 12^^-*^'. У21Г(4п— 1)/" ^; (105) 



Н=| Н-=| 



дв'Ё суммы, ВЪ которыхъ пред'блы суммовашя не обозначены, 
должны распространяться на всЬ положительный числа означен- 
ныхъ въ ннхъ видовъ. 
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Ес1я же отбкржть иеин съ пошмзштемшжш^ ^^вш1IIШш сь I, 
п явтеграхЬ (104], то совокупность 9тнхъ иеновъ можегь быть 
представлена ннтегриомъ 



и\ь- 



ах ах 

(»±1У-1 

— 2еЫдх сЫд^^2 УЛх . (106) 



Мн не ставемъ зд^сь оронзводнть вычислеше швтеграш (106); 
зак^тимъ только, что радъ ди функцш 

Л1дЧх, V д') <%».(3хл д") ^ <%».(д.уд') [ «%».(х,\ Л 

4х ' 4х 11х \ Лх 

■*- Л -*- и ) ^^®^> 

удобнее вычислить способонъ, изложен нынъ Брхо и Буке въ ихъ 
трактате, въ третьей глакЬ шестой книги. Бычисливъ рядъ для 
выражен1я (107) и взявъ неждунредЪжьный нитегралъ, найденъ, 
что интегралъ (106) ножетъ быть представленъ въ сх]Ьдующемъ 
вид'Ь: 

21^(ЗА±1)^^^:,,узп»-1У/^"-^' — *^;|Ф(Зп4-1)— Ч-(Зп+-1) 

9 

=21г/''^'-^>^41М(3/*-.1. (/'•+'— •21Ф(3/гч-1;7'"^ (108) 

Выражен 1я (105) и (108) равны нежду собою; ириравняемъ же 
коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ ^ въ этихъ выраже- 
В1яхъ* Называя череяъ /> всякое положительное число, а также 
нуль, получаомъ 

241 1Ж {Ар) -*-1Ж(4|?4 3)]=4'Г(аг*н 1)~2Ф(Зл г 1). (109) 
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полагая ЛС(0)= — тт;* ^^ об^ихъ суммахъ'равенства (109) р дод- 

жно удовлетворять неравенству 9|?<^Злн-1. Въ первой сумм^Ь р 
связано съ п сд'Ьдующимъ равенствомъ: 

92;ч(ЗА^1)'=3^^4-1; 
во второй же сумм'Ь р связаио съ п равенствомъ: 



9(1>-^|) •4(в*=^1)-3^-*-1- 



Два посл'6дн1а равенства могутъ быть написаны такъ: 

12ПЧ-4— (6А±2)' , ^ 12п-ь4— (6А=ь1)« 
4р= д^^ , 4рч-3 = ^1 ^. 

Поэтому равенство (109) можно зам'Ьнить равенствомъ: 

\2^М{ ^'^^'''^^' \ =24'(3>г I 1)-Ф(Зп-*-1), (110) 

гд% Ь всякое положительное число, удовлетворяюо^ее услов1ям9»: 
Л*^12пн-4, А-=12|г-ь4 {той 9). 

Формулы (110), (95), (96), (101) и (102) даны Гирстеромъ въ 
Ьй тетради 21 тома Математическихъ Анналъ, издаваемыхъ ны- 
н'Ь Клейномъ и Майеромъ, на 49 страниц'^. Другихъ формулъ 
третьей ступени Гирстеръ не даетъ. 

§ 41. Мы вид'Ёли, что формулы Кронекера т'Ьсно связаны съ 
задачею о числ']^ разложен1й даннаго числа на 3 квадрата; мы 
даже выводили н^которыя формулы съ помощью равенствъ, р^Ь- 
шающихъ эту задачу. 11редъиду1Д1я формулы даютъ р-Ьшеше не 
только задачи о трехъ квадратахъ, но р'ЬпгакЛ'ъ вопросъ о чис- 
л^ Р']^шеи1й уравненхя 



х'лГ'уиГ^'=р 

при малыхъ значен1яхъ т и п. Въ предъидущемъ равенств'Ь р чи- 
сло положительное, а м и п положительныя числа или нули. 

Для р^Ьшен1я такого рода вопросопъ мы имЬпмъ ужо чотыре 
равенства: 
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— V — =1-1 62 (-ЛГа*' -*^8'^^^'^\\2^{2^В'(п)-в(п)]^'^,{п1) 

71 И 



?^>/ 2^ .= 8ЕЛ8я-ьЗ)г**"^* (1 12) 



те т: 



2^у/?^=^422?"(4«ч-2)д*^% (ИЗ) 

ТС ТС 



( — -ь- 1 ) V — ;г =42^?'(4п-♦ 1)3 
Кро1гЬ этого им^Ьемъ изв'Ьствую формулу: 



(114) 



2К^2Ш_ ^ 21(_1)'- •(2г_1)й<'-^^' . (115) 



т: ТГ 



Съ помощью формулъ (57) — (63) моакно (111) наиисать гакъ: 



ТГ т: 



-ь122^г'(4п-^-1){2^'•+^н-^/*'•+1>-|-^^«(*'•+^^-н....} 

-.-1222'^(4п- 2) { г/'*+2^г^**+2)-,.<^^б(*"^-2и.... } , (116) 

Такъ какъ три нечетные квадрата въ сумм'Ь даютъ 8п-*-3^ два 
нечетные и одинъ четный 4п-«-2, одинъ нечетный и два четные 
4||ч-1, то изъ (116) легко вывести 

ТГ тс 
-ь82^'(8»н-3){-2**+*-ьг/«*+3>-ь2"^^'*+^^н-....} 
-*-42^^'(4п-ь 1) { «'"+ и 32*^**+^>-н32'*^**+^^ -«- .... » 

-ь4Щ4п-н2){-г*'"^2.^3д*<*-+2^-нЗг/«(*-+'»>-....}. (117) 
Зам'Ьна (/ черезъ — ^ изм'Ьняетъ 
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^2К ^1Ше ичШ. ^^ »/2^' 4/2^ ^ЧКЫ 



•к ' « • 1Г « 



а дохожу 9яц> вредъвдуцихъ форхулъ внводимъ 



ЧШ. ПКк' 



1^±^-:\—%Ц-\у*^ 



« те 



ТС тс 

--8Х/''(8» 4-3)1 г/*+»-ьг/в"+»>-н./««"+''> 4 ....} 

4Щ4я . 1){-/''+^-нЗг/*'*+*>-ьЗг'«^*"+^>н^....} 
411г'(4»-ь2){-г**+2 -нЗг/^"+2)^з,^1б(4»+2).^ ^^ (Л^) 



Н^у/?^ ^Щ-\)-Щп 4-2)2-4 (120) 



тг "^ тс 



^?^ ^1 V^^-|^=42(-1)'*^^(4/г^^^ (121) 

Вс^ эти формулы даютъ возможность опред'Ьлить число р'Ьшен1й 
уравнен1й: 

а;*-ьу*-ь8-г*=1г, а;*-ьу*-4-1б0-=м, а?*-♦-4у*-ь4^е^'=:п, 

и н']&которыхъ другихъ. 

Для оаред'6лен1я числа р'Ьшен1й какь для ириведенныхъ при- 
м'ЬровЪу такъ и для другихъ, которые не р'Ёшаются съ помощью 
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равенствъ (111)— (121), а требуютъ вывода другихъ рядовъ, фор- 
мулы Ландена укажутъ на 1% ряды, которые могутъ решить за* 
дачу; впрочемъ иногда будетъ выгодн'Ье приб'Ьгать къ нЪкоторшгь 
влементарнымъ соображен1ямъ прежде, чЪмъ прнм^Ьнять формула 
Ландена. Такъ, задача о числ*]^ р'ЬшенШ уравнешя х* -*'у^-^2а^=^п 
зависитъ или отъ опред'блешя ряда для ^^%0,^)(1-^'к), или отъ 

ряда для т^*>^,'(0)(1н-А')(1ч-у'А;'); уравнеше х^'^2у^-^2а^=^п свя- 
зано съ выражешемъ ^ ^з'(0)(1 -♦- *') ? л;' -к- 4у* -♦- 16-г' = п съ 

х'ч-у'-^8:1'=2п съ *,'(0)(1-^А)(1-ь\/А'), х'-ь-у'-^Хба'—п съ 
.%X0)(1-^-V/*)'(1-^-V^*') и такъ дал4е. 

Не станемъ выводить на самомъ д'^^лЪ теоремы о числЪ р%ше- 
тй вышеупомянутыхъ уравненШ, такъ какъ способъ вывода до- 
статочно выясненъ въ 1-ой глав%. ЗамЪтимъ только, что предъ- 
идущихъ формулъ достаточно иногда бываетъ для опредЪленхя 
числа р-ЬшенШ уравнен1я ах^-^Ъу^-^сг^^п и въ томъ случа'Ь, если 
а, 6 и с не степени двухъ. Такъ, на странице 359 тома 14 своего 
журнала Л1увилль объявляетъ, что число вс^^хъ р'ЬшенШ уравве- 
Н1я л;*-ь2|/^-*-3^'=6и=4=1=|»|есть Дбт), при чемъ х^у иг могутъ 
быть положительными, отрицательными, нулями. ДМствительно, 
каждому р']Ьшен1ю уравнешя а?*-+-2г/^-4-3^^=6[л=±11 соотвЪтствуютъ 
четыре р4шешя уравнешя а?!*-*-!/, ^-+-4;ег^*=з6(6и=1=1), которыяопре* 
д'Ёляются изъ равенствъ: 

пга;^=:а;=ь2у=±:3-г, =ьу,=я;=±=2у=?=3-г, =±=^^=а?=ру; 

въ этомъ легко убедиться. Наоборотъ, изъ каждаго р'&шешя урав- 
нешя .г\*-ьу,^-ь4^^^=6(6(^^.=±:1) МОЖНО вывести съ помощью т*хъ 
же равенствъ только однор^шеше уравнея1я я;'-+-2«/'н-3^^=:6{л=ь1, 
если разсматривать только положительный и нулевыя рЪшешя. 
Отсюда заключаемъ, что уравнеше а;*-н2у*-1-Зл^=б1л=*=1 им^етъ въ 
четыре раза мен'Ье р-Ьшешй, ч-Ьмъ ж,*-ь|/,^-ь4^8г,*=6(6и=*=1); по 
формуле; же (113) число лсЬхъ р']Ьп]ешй посл^дняго уравнешя 
равно 41^(6т). 
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Фо{Н17Ды (111) — (121) *) можно выводить всЬ непосредственно 
способомъ Эрмита^ какъ мы это и сд1}лали для (111). Этотъ не- 
посредственный выводъ всего легче производить по нижеизложен- 
ному способу, употребленному Эрмитомъ для вывода (111), (112), 
(113), (114) и (117) формулъ. Способъ состоитъ въ томъ, что 
выбираются дв'Ь эллиптическ1я функщи, дающ1я въ произведен1и 

единицу, напримъръ в%п ат и 1 : аш ат— г^. Одну изъ этихъ 

функцШ умножаютъ на Якобхеву функцтю. Дал^е опредЪляютъ 
коэффищентъ въ тригонометрическомъ разложен1и, полученномъ 
отъ перемножен1я рядовъ; одинъ рядъ изображаетъ одну изъ выб- 
раниыхъ эллиптическихъ функцШ, другой — произведете Явоб1евой 
функцш на другую эллиптическую функц1го. Этимъ задача и р']^- 
шена, ибо нахождеше коэффищента д'Ьлается способомъ Фурье; 
ел^домтельно, съ од&ой стороны, получается рядъ, въ которомъ 
покаватели при ^ проиорц1ональны формул'^ ас — Ъ\ съ другой 
стороны, дв'Ь обратныя эллиптичест функщи сокращаются, и мы 
подучаемъ коэффиц1едтъ тригонометрическаго разложения Якоб!- 
евой функщи, умноженный на частныя значен1я трехъ Якобхевыхъ 
функц1й. Частныя значен1я трехъ Якобхевыхъ функщи получаются 
потому, что эллиптическая функщя при разложен1и въ тригономе- 
1фнческ1й рядъ умножается на дв'Ь Якобхевы функц1и съ аргументомъ 
нуль, если эллиптическая функщя не им'Ьетъ многократныхъ безко- 
нечностёй; произведенхе же эллиптической функц1и на Якоб]еву фун- 
кцш умножается на частное значеше одной Якобхевой функщи. 
Вакъ прим^ръ, выведемъ такимъ образомъ формулу (113). Возь- 
мемъ два ряда: 

. /2^, . 2Кх^ , . >. V •»' • о / -5 ~? -;(2'»-1)\ 

у-^А»1Пшп--^*^аг)=4 7^ вт^пх{с[ -ну -♦-....ч-у ), 



2^^ . 1Кх _г« о'"-* 



'^со8Х : згп ат-^ =со<<угч-2> ^|_ ^и^^ зт 2пх'^-ш{2п—2)х). 



Я=1 



О За исключен1емъ, конечно, (115). 
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Перенножимъ эти равенства почленно и возьмшъ определен- 
ный интегралъ: 

—-V — I ^1 (х)со8Х их 






1 

Разд'Ьливъ обЪ части послЪдняго равенства на 9^ 1^ь1 въ прамй 

сторон* равенства получимъ члены вида ^ , гд-Ь ас- — Ь* 

четно, а*^4Ь^ с>>а, о и с положительны. Рядъ очень знакомыхъ 
разсуждешй приведетъ насъ къ формул* (ИЗ). 

Ум'бя выводить непосредственно формулы (111) — (121), мы Щ 
н*которомъ род* получаемъ оруд1е для вывода различныхъ ар^е- 
метическихъ свойствъ; эти свойства будутъ т*мъ бол*е отличаться 
отъ изв*стныхъ уже свойствъ, ч*мъ бол*е мы будемъ видоизу*- 
нять первоначальный способъ, рекомендованный Эрмитомъ. ОдбО 
изъ такихъ видоизм*нен1й мы употребили въ §§ 34, 35 и ,о,т- 
части въ 40; въэтихъ параграфахъ модули ^ въ различныхъ. фун- 
кщяхъ, входящихъ подъ определенный интегралъ, были различи]»*^ 
въ статьяхъ Эрмита вс* составныя части интегрируемаго произ* 
веден1я всегда им*ютъ одинъ и тотъ же модуль $. 

Зам*тимъ еще, что формуламъ (111) — (121) можно придать 
иной видъ, если функщи Р{п) и 0{п) заменить т*ми ихъ величи- 
нами, который далъ Леженъ-Дирикле на страни1^* 272 своего 
учебника; въ такомъ случа* задача о числ* р*шен1й даннаго урс^^ 
нен1Я нолучаетъ несколько большую законченность, такъ какъ 
отв'Ьтъ не будетъ зависать отъ знан1я числа формъ изв'Ьстнаго 
характера и съ изв*стнымъ опред*лнтелемъ. 



^?из — 

§ 42* Закоичимъ эту главу р'Ьшев1емъ задачи, лредлояенрой 
Дирцкде па стравиц*Ь 407 тома Ш журнала ]В(релля: пусть п пер- 
вСФМчальное чг^см вида 42УГ+3; определить п изъ (^а$не»ш1 

I. 2. 3. 4....??=1=(— 1)" {тоЛ л). 

Ивъ теоремы Вильсона сл']&дуетъ, что 1. 2. З....(п — 1)4-1д*- 
.^иЛя на л, т.-е. 1. 2. 3 (л~1)-1-1^) {тоЛ п). Но 11—1, 

п— 2, п— 3. . . . — ^ можно зам'Ьннть въ сравненш величинами 

— 1, —2, — 3. . . . д— . Если п вида 4^-#-3, то такихъ вам^- 

цаемцпсъ ^иселъ нечетное число; следовательно 

(г. 2. 3. 4. . . . ^^) =1 (^ой п). 

л— 1 

бЬрашивается, въ вакихъ случаяхъ 1. 2. 3 —^ сравнимо бъ 

-4-1 и въ какихъ съ — 1, иначе, въ какихъ случаяхъ разсматри- 
вкёмое произведете квадратичный вачетъ и въ вакихъ невнчетъ 
МО модулю п. 

Пусть 1кё&ду числами 1, 2, 3....— 5— вячетовъ Л, а невыче- 
тов Б; если В четно, то произведете вЕпетъ, иначе йевы^етъ. 
Итть ьщ^В.-^ Но Дирш&м дъ своемъ учебвив^ даетъ 

Итмъ 

Сложимъ теперь равенства (52) и (53) и въ результате сд&гаемъ 
11=1п^3 {утоЛ 4). Полагая п числомъ первоначал ьяымъ, имФемъ 
'Г(п)гвв«'— 1; а пото!^ 

V= ^^\п)~ 11^(л)=2?'(п— 2«)ч.^'(л— 40-^2^(п— 6«). 



• • • • 



— 144 — 



Между формами съ опред'блителемъ — п-1-4^* и съ одяимъ нечет- 
вымъ крайнимъ ко9ффиц1ентомъ н^тъ формъ вида ^Ьх*-*'2Ьхр'%-а1^у 
сл'Ьдовательно всякой приведенной форм% ах^-^^Ъху-^-су^^ въ ко- 
торой Ь>0, соотв-Ьтствуеть форма ах^ — ^Ъху-^су^ ей неэквива- 
лентная; а потому 

?;=Дп— 2*)ч-Р(п— 4*)-*.Дп— 6')н-, . . ., 

гк^ Р{р) обозначаетъ число приведенннхъ формъ съ средним% 
коэффищентомъ нулемъ и съ опред'Ьлителемъ —р. Но чнсдо та- 
кихъ формъ съ определителями 2*— п, 4* — п, 6* — п. . . . равно 
числу разложен1й п — 2*, п — 4', п — 6'. ... на два множителя а 
и Су изъ которыхъ а мен'Ье с. 

Пусть п — <^V==р^^^в'' , гд4|), д^8. . . . первоначальныя пел. 

Число делителей п— 4^* есть (а-*-1) (|51-ь1) (у-н!). • . .; чнсдо де- 
лителей, меньшихъ \/^— 4^% равно о(^"*"1)(|^"^1)(Т"**1)* • • • Таи 

какъ п — 4^^^3 {тоЛ 4), то а, р, у.... не могутъ бь1ть четнн 
все безъ исключен1я. Если число нечетныхъ чиселъ между оц ^ 

V, . . . будетъ 2, 3, 4, 5, 6 , то 2(^-ь1)(р-4-1)(уч-1), ... бу- 

детъ четно. Следовательно должно обратить вниманхе только на 
таюя л— 4Е', которыя равнн г^р^*^\ где ^> первоначально, а г не 

делится на р. Если I нечетно, то л(а-*-1)(Р-*-1)(у-ь1).... четно; 

а потому надо обращать внимате только на те случаи, когда 
г четно. Если п--4;*=г^/)*'^*, то Р(л— 4^') нечетно. Отсюда 
теорема, данная Кронекеромъ въ 3 томе второй сер1и журнала 
Л1увилля, страница 269: V равно числу такиосъ выраоюетй п — 2\ 

п — 4*, п—б^ , которыя вида г*р*'^ % гдгьр число переанащаль* 

нов, а г вообще состаеное, не дгьлящееся на р. 

Такимъ образомъ решеМе задачи сводится къ разложенхю на 
первоначальные множители некоторыхъ чиселъ, меньшихъ п^ и 

число которыхъ менее V п- 

Т1зъ этого примера мы видимъ, что формулы Кропекера могуп 
иметь довольпо разнообразное приложеп1е. 



ГЛАВА 1Г. 

Чкодовыя теоремы Лхувилля, относащЫся до общихъ 
свойотвъ аналгнтичеокжхъ и всакихъ чиоловыхъ 

«7НВЦ1Й. 

§ 43. Тригонометрическимъ рядамъ, выражающимъ эллиптпче- 
шя фунЕЦш, можно придать н'Ьскодько иной видъ, чЬыъ имъ 
придаютъ обыкновенно, есди расположить эти ряды по степенямъ 
модуля ^. Ъъ такомъ случае коэффищентъ при н'Ькоторой сте- 
пени ^ будетъ тригонометрическая функщя, зависящая отъ раз- 
яичиыхъ д^^телей показателя степени ^ или н%котораго кррия 
И8ъ 2. Такимъ образомъ 

лее 1 2П — 1=(1д 






Мд еип?^ = 1 -ь 42{д" ]^(-1)' 'со82с1х], (8) 



^вш» ат ^ = 8^ (г^^^гС!— С082егж)} . (4) 



10 
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Въ двухъ первыхъ равен ствахъ вторыя суммы распространяются 
на вс^ положительния, ц'Ьлыя р^шешя уравнен1я (2^=2п — 1, въ 
которомъ 2п — 1 данное, а (2 и ^ неизв'|1стныя; въ двухъ посхбд- 
нихъ равенствахъ т'б же суммы распространяются на вс% ц&шя, 
положительныя р']^шешя уравнешя с1{28 — 1)=п, въ которомъ п 
данное, а. Л и 8 искомыя. 

Мнопя изъ эллиптическихъ функщй можно или непосредствен- 
но представить черезъ тригонометрическШ рядъ, или разсматри- 
вать ихъ, какъ н^которыя функщй другихъ эллиптическихъ фун- 
КЦ1Й; татая функцш представляются двумя или бол^е способами 
черезъ тригонометрягчесше ряды; вслЪдствхе дтого мы могжемъ 
получать равенства, состоящ1я исключительно изъ тригономет^- 
ческихъ рядовъ, съ которыми производятся различныя ДМСТВ1Я. 
Коэффищенты при различныхъ степеняхъ ^ въ такихъ равен- 
ствахъ составляютъ равенства отд^ьно другъ отъ друга. Такимъ 
образомъ мы получаемъ теоремы, относяЩ1яся до тригонометри- 
ческихъ функцШ; въ эти теоремы входятъ суммы, расоространея- 
ныя на всевозможныя ц^лыя, положитель&ыя р'&шешя н'Ькоторнхъ 
нерпредЪленныхъ уравнешй (цри способ'^ писан1я Л1увилля р^^- 
шё1пя подвергаются н'Ькоторымъ ограниченЦлсъ). 

Большинство аналитическихъ функцШ выражаются между не- 
которыми пред'Ьлами черезъ тригонометричесюе ряды. Подставляя 
въ тригонометрнчеекое равенство, о кат^^мъ только что гово- 
рили, вместо пере]^^№6аго при^Ьчныя частныя значенхя и сум- 
мируя, мы можемъ теорему, выведенную для тригонометрическихъ 
функц1й, распространить на вс% так1я функцш, которыя при н«Ь- 
которыхъ услов1яхъ выражаются череаъ сходащхеся^^ртды той 
тригонометрической фупецш, для которой теорема найдена. 

Такъ какъ, однако, въ такихъ теоремахъ аргументы функцШ 
всегда цЪлыя числа, а всякую аналитическую или прерывную фун- 
кщю, им'Ьющую при ц-Ьлыхъ зна«е01яхъ аргуи[ея:|ра охфед^ленныя, 
конечный значен1я, мсцкшгзам^яить другою аналитическою фун- 
кц1ею, равною первой для разсматриваемыхъ значен1й аргумента, 
то ташя теоремы распространяются и на числовыя функщй изв^- 
стнаго характера, и на ^аша анадитйче^хя; кото^й не изобра- 
жаются въ требуемыхъ вредЪмхъ тригонометрическими рядами. 
Ёдинственныя услов1я применимости теоремы къ данной аналити- 
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чеокой иди числовой фуикцш состоять въ тонъ, чтобы во 1) 
фуякц1я при разсматриваемнхъ. аргухентахъ тгбла опред^лённня, 
конечныя значен1я и во 2) удовлетворяла н'Ькоторымъ огра* 
ничивающинъ услов1ямъ, вытекающимъ изъ того обстоятельства, 
что теорема в^рна не для всякихъ тригонометрическихъ функщй 
^^шщ|^^^ъ^ если теорема доиавана только для косинусовь, а не 
для синусовъ, то функц]я должна быть четна). 

Зам'Ьтимъ^ что сказанное выше в'Ьрно и для н'Ькоторыхъ дру- 
гихъ неэллиптичесЕИХъ функщй, обыкновенно изучаемыхъ съ 
ддлнитическили функщями; мы говорима о логариемахъ Яюбхе- 
выхъ функщй и ихъ производныхъ. Въ третьей глав^ уже бояр 
замечено о родственности рядовъ, которыми изображаются эти 
посл^дн1я функщй^ т^мъ рядамъ, которыми изображаются въ 
взв'Ьстнцхъ цред&1ахъ эллиптическхя фудкцщ. Въ 4^мъ примФф!^ 
этой главы мы именно употребимъ рядц^ внражашщ1б 1д '9'» (о?) и 
1д &(х); поэтому привожу зд^сь ряды для этихъ функц1й въ томъ 
преобразованномъ вид^ въ какомъ они намъ понадобятся. 



.2Г 



1д .%(л)=..-У1 ^Х_ _ 22{(-зГ2|««2(гаг) . (в) 

Въ посл'Ьднихъ суммахъ ' ^мУенетвъ (5) м (6) суммированхе должно 
распространять на всЬ положительныя, ц-Ьлыя р'Ьшен1я уравнен1Я 
и=^Л{28 — 1), въ которомъ п данное число, а Л ж 8 неизв'Ьстныя. 
Указавъ, ка]М|^ 6б^а!8бкъ мо^^но вйвбдить изв^стнато рода 
теоремы изъ рядовъ, изображающихъ эллйптйчёск1Я функщй, ло- 
гариемы Якобхевыхъ функцШ и цроизфодныя этихъ логариемовъ, 
пояснимъ сказанное четырьмя примерами. 

§44. Прим^ръ 1. Изъ равенства (1) легко выводимъ 
^^^зт'ат^ = 8|]{г^Дсо5(ег'— Г)я;-С()5(гг'-нГ):к]} , (7) 

га* 
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Перенножимъ эти равенства почленно и возьмемъ определен 
ный интегралъ: 

— -V — I ^1 {х)со8Х их 

о 



г 

> 



П=г» 



,»"+! 



1 

Разд^ивъ обЪ части послЪдняго равенства на 9^ 1<ь1 въ правой 

сторон* равенства получимъ члены вида д , гд-Ь ас — Ь^ 

четно, а*^4Ь', с^а, ат с положительны. Рядъ очень знакомыхъ 
разсуждешй приведетъ пасъ къ формул']^ (113). 

Ум'бя выводить непосредственно формулы (111) — (121), мы Vк 
н']Ькоторомъ род** лолучаемъ оруд1е для вывода различныхъ ар^е- 
метическихъ свойствъ; эти свойства будутъ т'Ьмъ болЪе отличат|>ся 
отъ изв'1стныхъ уже свойствъ, ч-^мъ болЪе мы будемъ видоизме- 
нять первоначальный способъ, рекомендованный Эрмитомъ. Одво 
изъ такихъ видоизм'Ънен1й мы употребили въ §§ 34, 35 и [щ- 
части въ 40; въэтихъ параграфахъ модули д въ различных%,фун- 
кц1яхъ, входящихъ подъ опред'бленпый интегралъ, были различны^ 
въ статьяхъ Эрмита вс* составныя части интегрируемаго произ* 
веден1я всегда им'бютъ одинъ и тотъ же модуль $. 

Зам^1тимъ еще, что формул амъ (111) — (121) можно придать 
иной видъ, если функцш Р{п) и 0{п) зам^Ьнить т'Ьми ихъ величи- 
нами, которыя далъ Леженъ-Дирикле на страни1^* 272 своего 
учебника; въ такомъ случа'Ь задача о числ* рЪшенШ даннаго ураа^ 
нен1Я нолучаетъ несколько большую законченность, такъ какъ 
отв'Ьтъ не будетъ зависать отъ знан1я числа формъ изв'Ьстнаго 
характера и съ извЪстнымъ опредЪлителемъ. 



§ 42* Закоичимъ эту главу р'Ьшев1емъ задачи, лредлояенрой 
Дирщсде па странице 407 тома Ш журнала ]В(релля: пусть п пер- 
9С$мчальное чг^см вида 4^А!^+3; опред^ьлить V изъ (^а$не»ш1 

1. 2, 3. 4....??=^=(— 1)'' (тоа л). 

Ивъ теоремы Вильсона сл1;дуетъ, что 1. 2. 3....{п — 1)4-1д4- 
.^дтся ма л, т.-е. 1. 2. 3 (л— 1)-1-1^0 {тоЛ п). Но 11—1, 

п—2у п — 3. . . . — ^ можно зам'Ьннть въ сравнеши величинавш 

— 1, — 2, — 3 д— . Если п вида 4^-#-3, то такихъ 8ам4- 

цаешпъ чиселъ нечетное число; следовательно 

(\. 2. 3. 4. . . . ^^) =1 {тоЛ п). 

Спрашивается, въ вакихъ случаяхъ 1. 2. 3. . . .— ^-- сравнимо Съ 

-4-1 и въ какихъ съ — 1, иначе, въ какихъ случаяхъ разсматри- 
в11ёмое произведете квадратичнв1й внчетъ и въ ва1сихъ невйчетъ 
МО модулю т. 

'Пусть между числами 1, 2, 3 — т— вячетовъ Л, а невыче- 

* ■ 

то1^ В\ если В четно, то произведете внчетъ, иначе йевн^етъ. 
Итть ^щ^В*) Но Днрнкм дъ своемъ учебвнЕ^ даетъ 

Итахъ 

^=-^_1у(„). (122) 

Сложимъ теперь равенства (52) и (53) и въ результате сд&гаемъ 
11=1п^3 (то(2 4). Полагая п числомъ первоначал ьяымъ, имФемъ 
'Г(п)а«— 1; а пото!^ 
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М^бжду формами съ опред4лителемъ — п-1-4?' и съ однимъ нечет- 
нымъ крайнимъ ко9ффиц1ентомъ н^тъ формъ вида ^Ьх^-^^Ъху-^-су*; 
сл'Ьдовательно всякой прнведенаой форм% а^^^-4-26я?^^-♦-су^ въ ко- 
торой Ь]>0, соотв^тствуетъ форма ах^ — ^Ъху-^су^^ ей неэквива- 
лентная; а потому 

^=Дп— 2*)-ьР(г/— 4')-*-Дп— 6')н-, . . ., 

гд*]^ Р{'р) обозначаетъ число прнведенннхъ формъ съ среднимъ 
коэффищентомъ нулемъ и съ опред'блителемъ —р. Но число та- 
кихъ формъ съ определителями 2*— п, 4* — п, 6' — п.... равно 
числу разложенШ п — V, п — 4', п — 6^ . . . на два множителя а 
и с, изъ которыхъ а мен'бе с. 

Пусть п — ^^^=р^^^в'' , гд4|), 5^, 8. . . . первоначальный числа. 

Число делителей п— 4^* есть (а-н!) (|51-ь1) (у-н1). . . .; число де- 
лителей, меньшихъ \/п— 4^^, равно 5(*"*"1)(|^"*'1)(Т'*"1)- • • • Такъ 

какъ п — 4^^^3 {тоЛ 4), то а, р, у...- не могутъ быть четен 
все безъ исключен1я. Если число нечетныхъ чиселъ между а, ]3, 

у,,., будетъ 2, 3, 4, 5, 6...., то о(«-ь1)(|3-4-1){уч-1). . . . бу- 

детъ четно. Следовательно должно обратить вниман1е только яа 
так1я п—4ь1\ которыя равны г^р^'^\ где 2} первоначс\льво, а г не 

делится на р. Если I нечетно, то -(ач-1)(Рч-1)(*^'-ь1).... четно; 

а потому надо вращать внимате только на те случаи, когда 
г четно. Если п— 4^*=г^2)*'^*, то Р(л— 4^*) нечетно. Отсюда 
теорема, данная Кронекеромъ въ 3 томе второй сер1и журнала 
Л1увилля, страница 269: V равно чгсслу такиосъ еыражшй п- — 2', 

п — 4*, >г— 6* , которыя вида г^р*"*^ \ гдгь р число первоношинь^ 

ное, а г вообще составное, не дкьлящееся на р. 

Такимъ образомъ решете задачи сводится къ ра8ложен1ю на 
первоначальные множители некоторыхъ чиселъ^ меньшихъ щ и 

число которыхъ менее \/п. 

Изъ этого примера мы видимъ, что формулы Кропекера могутъ 
иметь довольпо разнообразное приложеш'е. 



1 



• * 



ГЛАВА 1Г. 

Чкодовыя теоремы Лхувилля, относа]ц1дся до общихъ 
свойотвъ аналгнтичеокжхъ и всакихъ чиоловыхъ 

«7НВЦ1Й. 

§ 43. Тригонометрическимъ рядамъ, выражающимъ эллиптпче- 
сшя функцш, можно придать н'Ьскодько иной видъ, ч^иъ инъ 
прндаютъ обыкновенно, есди расположить эти ряды по степенямъ 
модуля {• Въ такомъ случае коэффищентъ при н']&которой сте- 
пени ^ будетъ тригонометрическая функц1я, зависящая отъ раз- 
личиыхъ д^^телей показателя степени ^ или н^котораго кррня 
И8ъ ;. Такимъ образомъ 



?^««в«^ = 4|{у?^'2](-^)^««^^ }' (2> 



П^1 811— 1=(?д 



2К. 2Кх . .^ГпГ'. ,ч*-* 



^ :А ат= = 1 -ь 42[д" ^(-1) со82йж}, (3) 

П=1 ■ П^<Г(«^— 1) 



^8ёп'а»п ^ = 82](г"2]<г(1-со82ега;)} • (4) 



10 
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Но Х( — 1) ' есть число разложенШ н^котораго четно нечет- 
наго числа на два нечетные квадрата; следовательно (14) даетъ 
следующую теорему Якоби: число разлооюенгй 8п-1-4 на сумм) 
четырехъ нечетныхъ квадратовъ равно суммть дгьлителей чг1сла 
2п-ь1. 

Положимъ въ (13) <= ^: 

И 1 1}^'Т' И^"" V } =2]^^*^'-|- (15) 

Но по страниц-Ь 28 



.^зГ-^т'-ке 



есть число р^шенШ неопред1леннаго уравнешя 

а?«^3у*=2п'-н1=й'5'. 

Такъ какъ уравнеше а;'"нЗу'=4п,-»-2 не им^етъ р^шенШ, то 
формула 

16С1 , . ,Й1Г 

выразитъ число всЪхъ р^шешй уравнешя 

а;^-ну»-*-3(0^-н<«)=4л-ь2=2(«5. 

Отсюда теорема: число вспаъ рлшешй уравнешя а?*-ьу*-нЗ(я*-*- 
-н;')=4п-»-2 раено учетверенной суммть нечетныхъ дтьлителей 
4п-н2, п^рвыхъ съ 3. 

§ 45. П р и м е р ъ 2. Въ равенств^^ (1) зам'бнимъ х черезъ 

2Кх 

пт^созат ^, _ (1—1 

2Кк тс 



= 42]{ V^'''''^(—^) ' совах 



тс ^ 2Кх _, _ 

1^ат—— п=:1 211— 1-<М 

тс 

Перемножая почленно посл'бднее равенство и (1)^ получаемъ 
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2Кх 2Кх 

л хг*7 ^ ^1^ л^ СОВ ат 

Дат 



7Г 



со 



а"-1 



=82^{г"2(— 1)~^5т [а' -•-Г)а?-1- «ел ((?'— ег")а;]|. (16) 



Последняя сумма распространяется на вс^ не^етныя, додожя- 
тедьныя р%шен1я Л\ 5', Л" и 5" уравненгя 2п=(*'5'ч-(|"5", гд* 
п произвольное ц&1ое, подожительное число, постоянное для по- 
следней суммы. 

Вычтемъ почленно равенство (5) изъ (6): 



ео 



1д\ аж ?^=г^\/*'-ь42]{ д^'^'^О^ш их\. 

11=1 2п^1=(«* 

Дифферешцфуемъ посл^Ьднее равенство: 

2Кх 2Кх 

л Т77 « лп от С08 ат <» 



82]{г''*"*2]в*л2(гя?} 



1г 2Яа? _, _ 

Д ат—— п=1 зи— !=.(!* 

Помножвмъ последнее равенство почленно на равенство: 



п«=| а=в 211— 1«-с1^ 



■!: !:{*-"-'1(^-). 



2^5:^^ 21& 



лтр^т^гп ат сов ат^ 



ео 



те 



те* л 2^^ — ^ 

д аш пжя 1 

те 



= 8 2]{г"'""* 2:лп2(«а;| 



ео 



32 У I }" 29(т,)веп 2^, гс } , (17) 



11=1 
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гд^ ?(яц) есть нзбнтокь шыа х&^ате1е& яц вида 4У-4-1 надъ 
псжонъ д-кштелей вида 4У-1-3. ПосжЪднш еунмд въ равенств:^ 
(17) берется слкдующихъ образокъ: шсло и всячески расыадн- 
ваетсж по формул'^ 

въ которой 111| и т, обо8начак>тъ нечетныя, пояожжтеяьння чжсяа, 
а а или нудь,Е1н положительное, ц-Ьлое число; дахбе ш^ ш ш^ раз- 
Л1П0ТСИ всячесжж по форкуланы 

разскатриваемая сумма распространяется на вс^ т^^ такъ полу- 
чаемня, я на век Л^^ соотвкствуюпця данному т,. 

Сравнеше коэффищентовъ при нечетннхъ степеняхъ д въ (16) 
и (17) дастъ равенство: 

а"— 1 

у (~1) ^^~{^п ((Гч.|Г') Хг^9т(^-^Л")х)ш^У$т ^Л» 

-^^^^{т,)^2а,9, (18) 

ВЪ которомъ т, т^^ 4^^ $\^А\ 1\ ^ н ^^ «ечетвпя, ш)лбжйте1ь- 
Ш1Я числа, а]>0. 

Пусть Е{х) нечетная, аналитичес1Си^ фуякцш, не обращающая- 
ся въ бевконечность меж][7 пред^а1№' —7 и -^Ь и имеющая для 
кахдаго х между этими пред&Еами опред^енное значеше; въта- 

комъ случае ' _ » 

, ... _ 

^'(я;)=^,т ^ -н Л«М'^-ь ...-*- ^^вш ^-ь . . . ., (19) 



—А 
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Въ равенств:^ (19) валгЬняеиъ <с разнБШИ Л'-^^'^ Л'—Л'\ 2й ж 
2Л^\ въ равенстве же (18) полагаемъ посл:Ьдовательно 

^ "^ л^ Р Т' • • • Г' 



Результаты, полученные отъ предъидущихъ подстановокъ изъ 
(18), суммируемъ, предварительно умяожявъ на Л^ ^ ^ , ^зг-^пг- 
Очевидно, что такимъ образомъ мы получинъ равенство: 



въ которомъ три сумни распростраяшотся на всевовможнни р:&- 
шешя сл'бдующихъ уравнешй, которыя выписываемъ въ томъ же 
порядке, въ каконъ стоя^ъ сующ въ равенстве (29): 

въ пде:1%днихъ уравнен1яхъ т (данное) и искошя Л\ 1\ Л^^ ^'', 
Л, ^> Л^^^^^ и щ фсИ^ вмежти ж дщюакжгедыи, д «скоте ос ха« 
кое нибудь ц^лое, положит(^льное число. , 

Замечая опять, что всякую функщю, имеющую опредЪленныя, 
конечлнА. 8иачев1я для яЪкрторихъ 8начен11к яерекАцв^с^ |со|к&о 
всегда заменить функщею, непрерывною и конечною въ изв^ст- 
н;р:ь пред&шхъ и^ |)алн(и» съ первою«фу;нкц|01[1:для разснатргааё^ 
|шхъ значешй пе^шкъннаго, ' заключаемъ сл^^дуюп^ёе:' раеенапво 
(20) вп^^ для всякой функцги Р{х)^ импющей опредпжнния, конвг 
щшт тачетя для Ху ратшло «иьм й'*^д!% д!тЛ''<^ %11к.%Ы^^ 
которыя еходятъ въ (20), если только 



Г^И- "? 



Р{-х)=1-Р(х). 



I . * . ' ' ' 1 .»»»'<• 



С Л Ъ д с т В 1 е. Подо&имъ 1'{х)^=вх « и' лавоцёмъ яерезъ Х(^) 
сумму вс^хъ д'блителей т; тогда получимъ 

/■ ■ 

2; («»'НК')=с. («») -^42]!:. к )9(^,) . 

Если число нечетныхъу полооюительныхъ ртьшенгй ураененгя 
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есть А, а число нечешшыхъу полажительиыхь рмиешй ураененгя 
#» котаромъ а^1 и п^^емгьтюе, есть В^ то 

§ 46. Пример ъ 3. Будемъ по прежнему называть черезъ 
т, т,, т„ (*, 5, с?', 5^, с?", 5", с?'" и <5'" нечетныя, нодожитель- 
1НЯ чисха, черезъ а кАкое нябудь ц^юе число, большее нуля. 

Простое во8вшпен1е въ кубъ даетъ намъ 

во т 



гдЪ вторая сумма распростравяется на всЪ решетя уравнешя 

Прод1^М^ер^нщровавъ же два раза равенство (1), нм^емъ 
— г-(1 -^л*)вт ат з— лп^от =4 Д« ^(Глл Дд^; (22) 



||»=| 



достЬдняя сумма распространяется на вс% рЬпешя уравнтя 

Ияъ формулы страницы 6 слЪдуетъ 
Щ- =:1-*-8311(»»)и"'-^Зд**-+-3««'"-1-3««~-»-Зд«*"-ь ....}, 

ТС 

~-*-=1-ь82С(т){— /'-^3^*"•-^-Зд*•"-I-Зз•"•-^-Зд'*^-*-.. .. }, 
^(1-нЛ')=1 -1-2421; (»»){}"*^-з»'"-4-з""-н5'~ч-. ! . . » , (23) 
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^(1-^А*)=1-ь2422^,(ш)2' \ (24) 



т ос 



гд^ а можетъ им^ть различння Ц'блыя значения отъ 1 до со. 
Перемножииъ (24) и (1) равенства почленно: 

г 

— 3— (1-^-ЛМ51гг от 

=42^{д*Гв1П(гж}-1-96> {(^*2ГД»и,)5«пй,я;}; (25) 

I 

гд{1сь во второй ероА те=(2^, а въ четвертой я1вЕ(1,^,ч-2'^«ц. 
•" Шъ- равенств* (21), (22) и (26)' втодвагь 

В1{81п{л'ч-а''^а''')х-ш{а"ч-а'''—а')х—81п{а'-^а'''—а")х 

—8гп(сР-^с1"^с1'")х } =2(й*— 1)вгп с1х—24Х^^ {щ )«т <?,«. (26) 

.,,,.•11 р. . , 

Повторяя т^ же разсуждешя, что и въ прим^рахъ 1 и 2, по - 
хучимъ теорему: 

Если Р{ — а;)= — Е{х) и если т, т^, Л\ о' . . . . мечешмыл псио- 

в(1ЙН91фГ^1ММ 411640, шо г 



82 { 2?^((г'н-сг''ч-й''0-2^(сг''-+-(г'''— Л')— дл^^сГ^'^ 

гоуь С!^^м^IIы по порядку рмпространянт^ся на вел рлшетя ураененИк 

при чемъ а есть перемтмё) ^шйжйтельное гтлое. 

^ С.д^^дс,т,в1е. До^ожи]1:ъ,,въ^ (27) Р(х)^х\,ж буде1№ обозна- 
дат;^ ^^ез^ .г;,(т) :Су1Р1у м4хъ д*дч^<^ ^(хи^ ^и, ^эр^езъ ^^э») 
сукну кубовъ вс^хъ делителей т и черезъ ^,(т) сумму п^гцщ;^ 
степеней всЬхъ делителей т. Тогда 

д ь 

1922Г,(я»%(«»")1:.(т"')-^241Г,(т,)1;.(|н,)=1;Дя»)-Гз(я»), 

ч 

полагая т=т' •-пг"-ьт'"=т,-*-2*т,. т 
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Если т птжшл тлело % & чыело рилмкетй 4т ми а^мщ 
^ттадщатм ие тшшып жт др ттю^ а В чшело ршглоакетт 9ш на 
дтшаЫать печештаъ ятдраяцщ^, елл^ форм§лл 



МО оущеетвуетъ равеналво 

8в-ня=1{:,(«)-г;(«)}. 

§ 47. П р ж м ^ р ъ 4* Въ яредыдущпъ прнш^рахъ не входмп 
9Ь коэффжцшЕтя разснатркваемвхъ сунжъ допаиппельпне дЬп- 
тедн о. Сообршинъ, жжкяшъ обржзожь могуть войтн въ 8ТН сушш 
яололвштеж^ш^ дфуоггеп въ первой спшсмя. ЭшЛпал, по иош 
^ : Л входлъ въ ршмдкнм лапрш&шть ЯмСйеввхъ ф ушщШ <(5) 
ж (6) формулы), а также въ рядн, иэобрааишщ1е логаржонв эолжп- 

тжческпъ функцШ. Бел теперь иенъ ^" джфференцжровать 

относвтеАво д, то получжхъ 

^ ='-' •• 

Пользуясь 9тнмъ зам^Ьчатемъ, докажемъ одну 1^е1>р€1Г)Г 1буйК1№1 
(ДотанЫ ШнуШе, 1оте 3, вёпе 2). 

Т е о р е л а. Если /\—х)^(х), то 

21 { Дс«'_2 ^)-Д4'-ь2*(Г0 } =2(5— (г)Ясг), (28) 

гдть первая сумма распространяется на есть нечетныя, полооюи- 
телшыя рИШекгя Л', а^, Л* н^' ураененгя 

{т дЛмюе ке^епЫоечисло^ % п^мтноё цШсеу большее нулй)^ а 
9Шрая сукмс1'^нй'0В9ь йё^^ет$Шяже^1^лоо1си^ рпшётя урЛв- 

^^ен^я 

й1с=^т. 



') Что число разложен1Й 16п+8 на восемь нечетннхъ квадратовъ равно 
2,(211-4-1), дожазано въ первомъ ирииФр^» 
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Доказательство. 



во 



^».Ш-«'»(1)=*1!'"1г"^* 



(29) 



111=11 |1|39(2^ 



гд% ш нечетно. Оперируемъ надъ этимъ равенствоиъ посред- 

СТВОМЪ Д%ЙСТВ1Я 






"тогда получтгь 



(4"*'^) (^*' 6' 0~^К^' д))=45:{2'^(5-(г)«)«Лаг!.(зо) 



Но легко вывести: 



следовательно 

Щ \-^\ -^{-^5 ,«|,"г(5_^,<«^. (51) 
Дифференцируемъ теперь относительно х равенство (29): 

Ивъ тЪхъ же равенствъ (5) и (6) выводимъ 
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Перемножая почленно равенства (32) и (33) и сравнивая резудь* 
татъ съ равенствомъ (31), получаемъ 

2 2]{са8(ег'— 2^>— (»5(сг'-4-2^')^*^)=2](^~^^^^^ ^^' ^^^ 

Изъ равенства (34) рядомъ знакомыхъ разсуждешй выводите! 
равенство (28). • 

§ 48. Излишне продолжать выводъ различныхъ формулъ; будетъ 
ум^стн'Ье сд'Ьлать н^которыя 8ам'Ьчан1я о характере т^хъ число-* 
выхъ теоремъ, которыя выведутся вышеописаннымъ способомъ изъ 
рядовъ, представдяющихъ эллиптичесшя функщи, логариемы Яво- 
б1евыхъ функщй и ихъ производныя. Вс^ тригонометричесше ряда 
изображающ1е только-что упомянутыя функцш, им^ютъ то обще^ 
что каждая тригонометричесиая функщя умножается въ нихъ на 
ращональную дробь отъ д^ или отъ н^котораго корня изъ д; прк 
9томъ въ тригонометрической функщи число, умножающее пере- 
менное, обыкновенно пропорщонально ехепени ^ въ числйтел1^ 
ращональной дроби; также знаменатель дроби обыкновенно вида 
1=*=^^, гдЪ г тоже пропорщонально степени $ въ числителе. Если 
теперь такой рядъ расположить по степенямъ ^у т^ каждая сте- 
пень ^ умножится на н'бкоггЬрую: алгебрадческукУ с^^мму цросшхъ 
фригонометрическихъ' ^[^кщй; эти су19кы производятся по дЪля* 
телямъ чиселъ, пропорщояальныхъ Ьокаёателямъ степени ^^ От- 
сюда так1я функщи, какъ 

1ш Лх, 1соз Лху 2^(— 1) V С08 йх^ 1с1^со8 Лс, 2^со5 с1х и т. п. 

Бс^ки теперЫ1еремн^имъ несколько такихъ рядовъ, то получаемъ 
суммы такого рода, какъ 

251п((г' + сг^-ьй'")^, , Ысоб{Л'^ 2 V), Ц1т^а)са8 Лх, 

въ которыхъ суммирован1е производится для ъсЬхъ^ изв'Ьстнаго ха- 
рактера ц^^ьии»^ цолрЖ|[те^^нЕIxъ..(^д§сь цечетныхъ) рЪшешй н^ 
'ио^о^сЬ^ъ уравнешй; ди уравнеря по 

порядку суть 
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Отъ посл^двихъ сумхъ очв№ Просто переходинъ къ сумманъ 

И Т. П., въ которыхъ Р{(9^ Ж ^х) й^ображаютъ произвольвыя фун- 
кцш, первая — нечетную, вторая —четную. Уравненхя, которыя даютъ 
аргументы функцШ въ суммахъ^ составляются вообще такъ: дан- 
ное число разлагается различными способами, но но изв1^стному 
закону, на н^^сколько слагаемыхъ (въ н'Ькоторыхъ случаяхъ не 
разлагается, т. е. слагаемое, |сав;ъ бы, одно), и каждое слагаемое 
раэлагаетс^ на два множителя] изъ этихъ двухъ множителей аргу- 
ментъ функщи всегда содержитъ только одинъ множитель. Законы 
разложен1я числа сначала на слагаемый, а потомъ на мыожитали 
разнообразны. 

Ио въ теор1и длЛи1Гтическихъ фувкцШ встр']^чаются и друпе 
тригонометрическхе ряды, совсЪмъ инаго характера: 1) ряды, вы- 
равкающхе Якоб1евы функщи, 2) Эрмнтовсше ряды. Разсмотримъ, 
ч'Ьмъ будутъ отличаться теоремы, если ихъ выводить съ помощью 
атихъ рядовъ другаго характера. 

Въ Якобхевыхъ функщяхъ аргументы тригонометрическихъ фун- 
кцШ сл']&дуютъ простой арифметической прогресс1и въ то время, 
какъ показатели модуля ^ сл^дуютъ ариеметической прогрессш 
втЬрЬЙ ётёМёнй. Ёслй теперь перемножить ряды, изъ которыхъ 
6]Ш^ иэоб^а^аетъ Якоб!ёву функгцю,' а другой, или эллиптическую 
фун!кц1ю>^ ИЛИ Другую' функщю § 43, то показатель ^ въпроизве- 
дё&1й' можхго будетъ представить формулою (ограничиваемся Яко- 
б1евыми функц1ями въ т^^сномъ смысле) 

въ которой а п Ь н'Ькоторыя положительныя постоянныя числа, а 
М^ 4 и ^ п^рем'Ьнныд Ц'Ьлыя №С«1Д, также цоложительц^я иди 
нуди. В^ ^1;р же врэд|( аргументы синуса иди косинуса въ про- 
изведенш будутъ изображаться фо^рмрою 

въ которой р ц (7. н^^оторыя^ |10Сто^ыя чисдгц полож^|те^^<>д^IЯ^ от- 
д)иц^тельнця или 0. 1!^цъ^ наар1Ц|фд:^, при перемн^^^н11).раведств%;, 

....... . - .. ' и ' 
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8гп ат =4 / / д- агп ах, 



+ 06 



4^(а?)яд:7 з%ов2лгР, 



— с* 



въ которйхъ й V^ I нечетныя положительныя числа, а п всякое 
ц'Ьлое число, получймъ 

2АТ; . 2ЖГ. . , .\~ Г1Г1 п»+^» . /^ о ч /а;.ч 

^хп от 8'з(а;)=4 7 2^2^* в1л(й'»-2п)а?. (35) 

Располагая такую сумму по восходящимъ степенямъ $, мы у каж- 
дой степени получймъ коэффищентомъ сумму тригонометрическихъ 
фунЕщй, у которыхъ аргументы вида: 

(рЖч-(яг)гг; (36) 

эта сумма распространяется на вс% рЪшенгя извЪстнаго харак- 
тера неопред^еннаго уравнен1я вида 

[лЛР^.у(ггв|», (87) 

въ которомъ (X, V и п нЪкоторыя постоянныя исЬлыя числа, поло* 
жительныя или нули; число п пропорц10нально степени {. Зам^ 
тимъ, что число Ж можно считать и отрнцательнымъ, но с2 и ^ 
не могутъ быть отрицательны. Такъ, въ нашемъ прим^р^ (равен- 
ство (35)) им-^Ьемъ 



со 

2Ш- . 



— 5гл ат ^АЩ^=^^7 [9 '2:5гп(а-*-2м)я: 

тс тс «аУ 1 



(38) 



Г=4 



гд% посл^Ьдняя сумма распространяется на вс^ нечетныя положи- 
тельныя решетя е^ и ^ и всяшя ц^ыя р^^шев1я п (положитель- 
ныя, отрицательныя и 0) уравнешя 

(г5-ь2п*=2г— 1. (38') 

Понятно, что такого рода суммы, распространенныя на р^Ьше- 
яЛя и8в<Ьстнаго ха1(актера нёопре!Д^енЕаго уравнен1я (37), будутъ 



— 1вЗ> 

ВХОДИТЬ и въ т'§ теоремы, которыя выведутся изъ рав^иатриэа^мщъ 
рядовъ съ помощью сооб^^ажешй, разъясненныхъ въ предъиду- 
щихъ пара]?раф1№ь; ровдщсьтакжв! ^о*1фгумен^ы<дрои8вольныхъ 
функщй буДутъ пропорщонадьны формул*! (36)/ 

Если перемножимъ дэЪ ЯБоб1евы фуншци, то аргументы коси- 
нусб^' шАё^бИв^со^^Н, буд^т'ь пройо^го^ал1н1а ^ормуя^ 

ГД& ^ чис^оэой коэффищентъу. а 11^ и п' э^^которыя перрм^нныя 
ц'ыкя шсш. Если п{)оизнедете ]^1юлощлп11ъ по степён^ъ '^, то 
Боэффищентомъ при н'бкоторой степени ^ будетъ сумма тригоно- 
М|^Т|Р!||^ес;к^'^^ф|щ;|ц4; эт распрост{)|ш;^тьс^ навс*! 

р^^шешя ивв'Ьстнаго характера урдвненщ 



''•;. 



т,п«ч-г:п"=^; (40) 



гдф ]У данное ц'Ьлое тасло, положительное щ^щ нуль^ д Ч Д ^ 
тоже цЪлыя положительныя числа, постоянныя для известной за- 
дачи. Очевидно, чм -и ^ъ числовой ^ес^ем^, ^ь^еденной при по- 
мощи перемножешя двухъ Якобхевккъ функщй, будутъ играть 
роль (д цонятдр какую) формулы (39) и (40). 

Перейдемъ теперь къ Эрмитовскнмъ рядамъ, выражающимъ не- 
посредственно произведете эллиптической функщй на Якоб1еву 
фу^вдио. Д[дя .болырей ясносиб^ ^цльн^Ьйщага .ддложё1й1Г р|1зсмот- 
римъ Эрмитовсше ряды, употребленные нами въ выводахъ предъ- 
идущей главы, а также выведемъ одинъ рядъ, который приводится 
для прим^ровъ, аакъ какъ примеры я предпочитаю брать изъ 
т^|:|:ь, котю^ве пр@длож€1дк ^(^увиллемъ. / 

Зам4ти^ъ, что 4л* — т^^=^(2п — т)(2п-*-т)=с?5 и чт6бг-ь5=4л, 
мы можемъ ряду (3) главы 3-ей придать видъ: 

./2^./,, . 2К^ ^^4 п+\ ач-8 \ ,.,. 

гд'6 посл-^Ьдияя сумма рас&ространяется яа веФ положительныя 
ц'Ьлыя значен1я Л л 8у удовлетворяющ1я уравненш 

^*А ' (4Г) 



— 1вФ 
Зам^тивъ, что 



• •• *. ' . ■ . • • ■ . ■ 



/ I \ ■ I 



.ц: ..:.= 



с^о (26) главы 3-ей представи^^ такъ: 



^-1 



V -^,(а?)гд» от-^ ==2^ д Ц-1) * се8-^хИ (42) 



11=0 



последняя сумма опять распространяется на всеведиожвня цЪлш 
положительныя р^шен1я уравней1я 

а8=4п^1:' (42') 

Если по прежнему 



ТО равенства (36) и (44'") главы 3^-ей можно написать такъ: 






• . ■ • 



у/^^Д ат^^, (2а?, 9«)=2 V {з"+-'Е8т((|ч.5)г}: (44) 

внутренн1я суммы берутся по всЬмъ значешямъ Л и $^ ц'Ьлнмг 
и положительннмъ, удовле1)воряющи|гь уравнетю 

2И-*-1^(19. ,45) 

Выведем^ теперь ЭрмитовскШ.рядъ ддя 



:< 



2Кг„ . . 

..9. . •» 



а 



Для этого перемножаемъ цр^менно раябнства: 

' г, Ь— I > ^ ,. '/ 



+ 00 

п= — со / 



Получимъ 



I. '' 



/ 



— 2Кк г 2Кх^ ; , 



1Г 



+ ©• Ч- во 






2^ 22]з*'+-^^-*'<*-^ ^п(2г-н2п-1)* 4.«н(2г-2.^1 )^ } • 



Опредфшхъ ко8|ффнщентъ при .м|(2пч-1)я;: 






г^. •* 






Г=| 



У5Т»Г+'_у/р^ 






Г«| 



ц.^ V -•-«* К -^? [?* -^3*^ ]} 

Итакъ имЪемъ 



— 164» 
ЗамФтивъ, что 



«1 



»■ " I. 



* I* ■ ' "*•' '"|.' III:.-: 



1.П1.-. ;.; 



ЧТО пч-а= ^((2— ;) И ^]?,,^^^^^ мы мозсехъ радед- 

С1;90 (26) главы 3-ей представи^^ та^съ: 






посл^дняй сумка опят^ распростр&в[я^^ся на всеве8мож19яя ц^ыя 
положительный р^шешя уравкей1я 

48==Ыч^1:'^ (42') 

Если по прежнему 






д^^^^V ' * ' ' 



ТО равенства (36) и (44'') главы ^-ёй можнд н[аписать такъ: 



. I 'л I) I 1 « '. ' .1 ♦. ■ I. 1' 1 « • 






«о 






\г^в ''« 



' : I » 



внутренн1я суммы берутся по всЬмъ значешямъ Л и 8, ц^лымъ 
и положит^льнцмъ, удовле1ровяющи|съ уравнешю 

, - .- - ^ , г I , « 

- Ш^-1^М. (45) 

Выведен» '^'еперь, Эр||и'еовсв1й.,|р»дъ; дм 

згп ат ^^з(а?). 

'Л 



— 1«Г7 ~ 

Положимъ^ что н<ЬкоторыВ ЭрмитовсвШ рядъ умножается на 
рядъ, принадлежац^хй къ классу § 4Э, 1^ пЬложимъ; что рядомъ 
изв^стныхъ равсуждешй мы в«вели, «ользуя^^ь преД'&нЛ^ущимъ про- 
изведешемъ, н'^^которую ариемётическую теорему. Въ такомъ слуг 
чаЪ въ нашей теореме буду1:ъ встречаться суммы^ ^ во;горыя бу- 
дутъ распространяться на рёшён1я ввтаетнаго харавтер)^ уравнен1я 

Г:а8ч-У1Л'8'=щ (49) 

такое суммироваше будетъ производдтьсд надъ фуакц1ям|Е; 1фГ|- 
менты этихъ функцШ будутъ пропорщональны выражешю 

[к{а'^^)^Ы\ (50) 

Въ предъидущихъ формулахъ п данное число» положительное ц^- 
лое или нуль» ^, т;, [л н X ностоянныя ц'Ьлыя числовыя величины, 
при чемъ 2^ и т] непременно подожителюы. 

Можно было бы продолжать подобный разсужден1я, разсматри- 
вая» что будетъ, если перемножимъ два Эрмитовсюе ряда, или 
ееш будемъ перемножать три, четыре или бол^е рядовъ равнаго 
вида; но ивъ предъндущаго достаточно выяснились главнейппя 
отлнчнтельнна свойства ариеметическихъ теоремъ, зависящ1я отъ 
смйствъ рядовъ, употребленныхъ прм вывоя^ теорема. 

Прежде ч^мъ перейдемъ къ прим^ранъ, зам^тинъ мимоходомъ, 
что аргументы тригонометркчесхкхъ ]|ункц1й въ разложен1яхъ 



будутъ пропорщональны разно ст^мъ двухъ дополнительныхъ д^- 
лителей показателя ^ или у?; а именно: 



ео оо 



а>д 



сГ— 1 






1<16 



^/2Кк .' ' ■ йШп •, :' " '''■'■•' ''' " ■'" ' ■■ ' 



- ш ат яЯ^ (а?) 



и - * ' I . ■...IV И: _ 

=2У д?^^""*'*^' ) 1-н2д- 'Ф..':.ч-22~*' ( 8ш(2»-1-1)а!. 



П=0 



V 

Расположимъ этотъ ря^ъ постепенякъ (^: РазсужденЦ подобные 

предъидущимъ, дадутъ намъ 

V 5т ат ^зИ=2 / { 2 / в*л— гг-а; } . (46) 

Изъ всЬхъ предъидущихъ формулъ видимъ, что въ подобныхъ 
рядахъ сумма отъ тригонометрических^ функцШ ра^простртяется 
иа р'Ьшев1я ураюешя Л^-^щ вто также, ка1съ и въ ^дахъ^»^ '~вы- 
ражающихъ эллиптичесшя функцш. Но аргументъ тригонометри- 
ческой функцш совс^мъ другой, ч^мъ аргументъ въ рядахъ §^ 43; 
зд-Ьсь онъ пропорщоналейъ'сукм«'№у1!^')|дй(1йШ1-ёл!»й№^'^Щ 
телей. 

Если помножить Эрмитовск1й рядъ на рмъ, изображающгй 

Якоб1еву функщю или при неопред*]&ленношь_а^гуменгЬ, или при 

частномъ значеши аргумента, то показатели ^ будутъ вида 2^п* 

'^^^(^8^ гд-Ь ^ и >2 положительный числовыя величины; аргументы 

же тригонометрическихъ фушсцШ будутъ пропорщовальны или 

/ 



I ._ 



(?ч-5ч-рп, или 4-^8, — ' (47) 

гд']^ р числовая постоянная величина; первое будетъ въ томъ 
случа'6, когда аргуме9т:ь Якобхевой фун1сц1и 9еощ)ед']^лененъ, а 
последнее, когда берется частное зн^^енхе ЯкошеЬой функщи. 
Следовательно аргументы функцШ въ т'1хъ теоремахъ, который 
выводятся такимъ перемножешемъ рядовъ, будутъ пропорщональны 
формуламъ (47); суммы же произвольныхъ функщй будутъ расарр- 
страняться на вс^ р']&шешя изв^стнаго характера уравненхя 

^^п'^и8=^Nу ' (48) 

гд*]^ [к, }< ш N данный, н, Пу Л ш 8 неизв']&стныя. мс . л/ [ 



— 1в7 ~ 

Положимъ^ что н'ЬкоторыВ Эрмитов СВ1Й рядъ умножается на 
р^дъ, принадлежап^1й къ классу § 4% ц положимъ, что рядомъ 
изв^стныхъ разсужденШ мы в«вели, «ользуя^^ь преД'&н^ущимъ про- 
изведешемъ, некоторую ариемётическую теорему. Въ такомъ слуг 
чаЪ въ нашей теореме буду1:ъ встречаться суммы^ ^ во1горыя бу- 
дутъ распространяться на решен1я ввбъетнаго характер)^ уравнен1я 

КЛ8ч-г1Л'8'=п; (49) 

такое суммироваше будетъ производятьсд надъ функщямн; «фгу- 
менты этихъ функщй будутъ пропорщональны выражешю 

^(^ч.г')-«->с1\ (50) 

Въ предъндущихъ формулахъ п данное число» положительное ц^- 
лее или нуль, ^, т;, [л и X постоянныя ц'Ьлыя числовыя величины, 
при чемъ 2^ и У] непременно положительны. 

Можно было бы продолжать подобный разсуждешя/разсматри- 
вая, что будетъ, если перемножимъ два Эрмитовсше ряда, или 
ееш будемъ перемяожап три, четыре или болЬе рядовъ равнаго 
вида; ' но изъ предъидущаго достаточно выяснились главнейшхя 
отлмптельныа свойства ариеметическихъ 'Георемъ, зависящ1я отъ 
смйстк рядовъ, употребленныхъ при выводе теоре1Гь. 

Прежде ч^мъ перейдемъ къ прим^рамъ, зам^тинъ мимоходбмъ, 
что аргументы тригонометркческсхъ 1|^ункц1й въ разложен1яхъ 



будутъ пропорщональны разностямъ двухъ дополнительныхъ д^- 



4 



лителей показателя ^ или уд; ацменно: 



~ . .1^* СГ-.1 






11.-1 п^О 4п+1=^а 



~ ив — 



1 

Въ двухъ посл^^днихъ равенствахъ 2п всегда разлагается на два 
множителя равличной четност '" 

Переходимъ къ примФрамъ. 
< ;§ 49. Прим'Ёръ 5. Возьмемъ равенство, стоящее въ начале 
2-го прим']&ра, и тригонометрически рядъ для)^з(^) ^ перемножимъ 
эти равенства: 

• < ■ . . • . . .1 • ■■ ■ : 

Въ равенстве. (ЬЬ) т нечетяое число, п можетъ ^ыт* нолоош- 
т€|^шнцмъ> нул^мЪу отрицатвльиымъ, четнимъ или нечетннмъ^ Л л 
^ нечетны и по^южитэльнц; досл'Ьдияа сумма( раадроотравтхея 
на всЬ р'Ьщещд, удрэлвтэоряющ1я предъидущим'ь услов1ямъ^ «у^мв- 

Н^ШЯ . ,, . .. м1 • ■ г- { ' ' •• ' • ■■ .'. •"' • 

Л5-н2п*=т1 ' ■•■'"" " "■•'••«}' (бУ) 

Съ другой стороны им']&емъ (страницы 1Ь и 19), обозначая че- 
резъ т«, (Г и ^' нечеткая положительыня числа^ 



•9 



• |. I - / : , ' 



*,(а;)=22] ,2'"*''со?.»я.а;, , ., , , ,,,„. 



т= I 



: I ■ 
( 



-;1^к=22^ —1) 2< ; - 



4'Ь'=1 



'^ \/ к Цх)=4У а> Ц—1) 2 созт,х}т- ' (56) 



2К ,^ 



т=« 



Посл'Ьдняя сунуа раснрострйиается^ на всЪ 1>%1пен1я указаннаго 
уже характера уравнен1я 



,' 



^\ 



Сравнен1е коэффищентовъ при одЕнаковых'Ь степекяхъ $ въ ра- 
венствахъ (55) и (56] даетъ 

'' 'Т(1^Ь'^Ы^ йУ Если % ^,, й} (?, еГ п ^' нечетния^ пблдои!ктё.гь- 
ныя чиага, а п какое нибудь цгьлое число, если эти величины )гри 
т\ той^лннамь удюелетваряют» де^^ж равенствами ^ 

если А ~ж) =/*(я?), гдп> ({х) при цгмыхъ, разсматриваемым значе- 
нгяосъ X имтьетъ опредтьленныя, конечный значенья, то сущестеуетъ 
равенство 

1(_1) ^ Яе{_2п)=Х(-1) ' Дш.). (58) 

"§ 56. Прим*р»ь 6. Умножим* (46) иа *,(0): 

~^'8гпат-:^^,(х) —^2^\9 '^^^ ~2"^ Г ^ ^ 

посл^дряя сумма дцлжйа распространяться на цсЬ нечетныя^ по- 
ложительныя р%шен1Я уравнен1я 



! : ■■ », I 



Сравнимъ (59) съ (38): 

2;§т(еГ>+- ап')« = ^^зт—- х. (60) 

ЗнакомЫя умозаключе^1я дад][тъ намъ теорему: 
Пусть Щ — х):=1—Ъ\х) и Р{0)^=0. Возьмелт кдкт- нибудь не- 
четное число 2п-^Л и будемь отыскивать всевозмооюныя ргыиенгя 
ураенеиШУ'^^^' ■[■ч.-.ч ,.)•■(,•■'.( к.- . . - ■ 



(;{.•• ' ■ »> . 






полагая ш, Ау ^, Л' и &' нечетнымщ положительными чжлами, а 
'.пи или четиымъу или нечеттшъ'^ или щолоокмпгельнымъ, или отри- 
цате.1ьнымъ. или нулемъ. Тогда имтьемь 

I^К-*-^л')=2;^^ч^у^^, (61) 

Фь суммы р(итрОстраш1ются^ на есть таченгя д,'\ п\ Л и 1^ удое- 
лртвор^^ющгя вышенапиеаинымъ ураен^гящ и ограчичцвающимъ 
услоеши, 

§ 51. П р и м *]& р ъ 7. Пере1гаожп1Ъ ряди (1), (46) и рядъ, вя- 
ражаю1Ц1й -ОДО); тогда получнмх 



тг т: 



с« *» 



■^в11{г"'"1{ш(*^-,,,)^±^^л,у\\.т 



т=-' I я=2 



Посл'Ьдняя сумма р^простран^у^'^са н^ вс^& р^шешя 1ШВ'Ьстнаго 
характера уравнен1я 

• - 
въ которомъ а и т данныя и т^ , с2, ^, й^ и ^^ искомыя; въ урав- 

ненш (62") 0(^2 и ц^лое число^т, ж^, А^ ^, (2| и о^ нечетная и 

положительныя ц'Ьлыя числа. Очевидно, что т вида 4^-4-1, иначе 

^'^ш не д'Ьлилось бы на 4, а только на 2. 

*'€ъ другой стороны, пёремйожак ря)^ (4) и рядъ, выражающ1й 
^з(а;) (страница 162), можемъ результатъ нацисахь такъ: 






тс* ^^-л 



■ г 



во ^ / 



последняя сумма распространяется на рЬшешя ураввешн .,(..,.^, 



■ I ,' » . ( 
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при чемъ п данное положительное число, а' перем'Ьнное ц-Ёлое 
число, большее нуля, п' перем^з^ое > ц§^ое число, с1^ п 8^ пере- 
м'Ьнныя нечетныя положительная ц&1ыя числа^ Сравнен1е коэф- 
фищентовъ при одинаковыхъ степеняхъ ^ въ равенствахъ <62) и 
(63) даетъ нахъ 

И Г', и' 1Г1 а'*^!-- г ■ ' ■ о* ■ -э ' ' ' 

= >2 ЛАсо82п:х—со8(2п'-+-2 <1,)я? I . . (64) 

Теорема. Пустьщ м,, ч2, ^, <2,, ^,, Л^ и 8^ нечетныя положи- 
те.1ьныя цгыгыя числа, а п какое нибудь цтмое число; пусть а и а' 
цпкгыя числа, большгя нуля. Если {(х) ч/^тная функцгя, тоцмгь^ 
равенство 

а'-1 



= '•• 



«Уг" »Ля2п*)-Л:2<Л,-ь2п')}, "(65) 



гдть суммы распространяются на есть ргьщенгя уравненгй: 
2^+ •т=т,^^сгг-ь2сг,д\, 2^-*т=п'^-ь2«'-Ч^«; 
т и л постоянныяуа т,, й, 5, (1^у 8^, п', а', с?2 и 8^ перемплтыя. 

Сл-Ьдствхе. Положимъ, что /"(0)=1 и Да;)=0, если х ц-Ьлое 
число, отличающееся отъ нуля. 

Такъ какъ й, 5 и й, положительны, то п тет- -ь(^, ^;?^0 всвгда>а 

— ^ Л^ ) не равно нулю только въ томъ случа-Ь, когда 

с1| яз4((г-Ь'й); но въ такдмъ сдуча* 

2«+ ^п,-^^^^а{М,)^^^,^^^{^^^•^2в)•^^^ 
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Легко сообразить, что 5(е?-ь-5) число нечетное, а ^(е? — 5) число 
четное. Если 



то иа 






''Г'. - 



да-**^^.)-(-г)" 



можно смотр'Ьть, какъ на минусъ-опред'блитель н'Ькоторой при- 
веденной формы съ двумя нечетными крайними хоэффицхентами; 
^тотъ минусъ-опред'1литель вида 4п-1-3. Если же 



{^У<Х^-^)\^К 



то пишемъ^ замЪчая^ что тогда с2>3^, 

2«+ 'ш-щ '= ^ (25^2^,)— г*, 

и мы ЕжЬеиъ въ этомъ выражеши минусъ-опред'Ьлитель приве- 
денной формы съ однимъ четнымъ крайнимъ ««овффищентомъ, а 
другимъ нечетнЬ1Мъ. Если наконецъ 



(^У<{а-8)\Л<8. 



то пишемъ 



2« ^ 'т ^ ж. ^ = ^ (2сг-н25, )-а\ 

Во всякомъ случа'Ь ясно, что въ первой части равенства (65) 
нм^Ьемъ дЪло съ суммою 

гд% Р{п) известная Кронекерова функщя^ опред'кЕяющая^, скольйо 
классовъ формъ съ опред'Ьлителемъ — п и съ однимъ, по крайней 
жЬрЬ, крайнимъ коеффиц1ентомъ цечетяымъ. л> 
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Во второй же шстж равенства (65) мы^ во перввхъ, должй» 
положшпъп'х^О; тогда :пол7чтъ >' 

о^(^щ1№^9 <что 1т) тОу что лн ^въ третьей гаав^ обо8начадя черё9Ъ' 

З^^'^Ст) (страв0ца.8в)<« Во аторнхъ полагаемъ :«^ 

Очецищво^ что , 

а сл'Ьдоватедьио 52'^'^'*с2, обознашетъ сумму всЪхъ д'Ьлятел^ 

пя=.2*'"*#|, мевьшкхъ у^п и различной четности съ дополнител!^- 
нпмъ д^мтолемъ; нвзовемъ э^у фу^вюцю череэт Ч^^(л); тогда 

р1^П—1')'^Щп-^')'^Р{^ (66) 



». .. 



!1. 



Ра[венство (66) есть прямое схЬ^стш основныхъ Бронекеро- 
вв^.^ъ равевств1&; отмФченныхъ вА)Ы въ предъидущей глав*! ну!- 
керами (49)— ^(56). Это равенство легко получается и непосред- 
ст]^енйо сяОсобОмъ ЭрмятЫ, какъ это и сд'Ьлалъ Эрмитъ на 35 
стрНнйхгЬ седьмаго тбма {2; серГи) журнала Л1увилля. Для этого 
должш) бн^чалД найти сяобЬбомъ Фурье постоянный членъ яро- 
язведен^'А дзухъ ря^довъ, изображающяхъ 



I • » 



х/2Кк : 2^Ер-,, 2Кк. 2Жс 
у — -згпст- — ^^{х) и — 



•згп (Щ: 



.. г. 11 



а. потод1ъ т^мъ же \ соГособомъ Фурье лайтн постоянный чл(;н^ 
произведенш двухъ рядрвъ^ изображающяхъ . ^, 

АЮк' . , '2Жг о , ч '''' 

Такая возможность вывод^ь язъ фор1^улъ Лхувйлля ^^ормулы 
Бронекера не должна насъ удивлять. Легко видеть д-Ьйствительно, 
что при вывод']^ равенства (66) мы д^аля съ н']&которыми фор- 
мулами въ сумм'6 то же, что сд'Ьлади бы съ ними для вывода 
Кронекерова тождества. Вооб|це, для вывода какого нибудь изъ 

с 
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вос^мю КррнеЕвровнхъ рАвеяетвъ^ мы огасквваемъ' дйуия I сново- 
бами постоянный членъ произведет! аиипта1ческой фувкцп1:2и9й< 
степени на Якобхеву функщю. Одинъ ^С90Собъ состоитъ въ пе- 
ремноженш эллиптической^ функщи 2-й степени на Якобшву фун- 
К1ЦЮ| другой*— аъ перемноженш эллиптической функц1ЕГ 1«ойтемвйг 
на Эрмитовсшй рядъ» Но такпщ те йерехбожетями М0 '«ани» 
маемся и при вывод'6 н^которыхъ формулъ Лхувилля и долучаемъ 
при этомъ равенства между тригонометрическими суммами; это— 
равенства между всякими коэффищентами при одинаковость стб- 
пеняхъ 9 въ двухъ рядахъ, представляющихъ одну и ту же функ- 
щю; назовемъ ради краткости такое равенство Лгувиллевскимъ \п^^ 
гмол1е111ри^ок1Ш»4 Фуншця, входящая въ это ]^аве&етв(>, будетъ 
косндусъ. Цтакъ въ Лгувшлевеконъ тригоцом^тркческомФ равен- 
ств^ мы им^емъ раврнство .коэффицьентрвъ при одинавовохъ сяе^ 
пеняхъ д; въ Еронекеровой же формул*! мы им^емъ равенство коэф- 
фнД1ентовъ при Одйкаковпхъ степеняхъ д вЪ йостоянны^хъ члёУа^^ 
т'бхъ же двудъ проивведешй, ивъ которыхъ мы вывел|[ Д1увилдевскре 
тригонометрическое равенство; сл:']^доватёльно Брон^керову фор- 
мулу можно полнить, если изъ ^Нувиллевскаго тригономе'1рррте1С^го 
равенства отобрать г^ члены^ въ которц^ъ, аргу|седтъ косинуса 
равенъ нулю. Посл^д&ее можно щ%^^1ъ н^сколысо бол^ слод^- 
нымъ способомъ: вывести сначала теорему о четной фуцкщр Д^)^ 
и въ этой теореме положить /*(0)=1 нДа;)=0 при х не равномъ 
нулю. 

Очевидно, чт^.ФсБ Брооекеровы формулы, а Т9№№е. и формулы, 
подобныя ЕронекерЪвымъ, выведутся И8ъ фбрнулъ ЛЬувилля. 

Пример ъ 8. Найдемъ теорему, содержащую какъ частныя 
фй1)к^лв[ (49), (50) й (52) третьей главы. Страницы 8б — в/ 
подска]зываютъ намъ, каше ряды мы для этого должны взять. 

Прежде всего перемножаемъ три сл^дующ1е ряда: 



«о 






п»0 ^лк-^^Ъи^Ь Л 



>;. • .1 






Л 



П = — ее 



2^а . 2Кх 
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/ 



. ' ■ ■ . . . ^ 



X 



С^1--^— <?,-ь1 .^я?— (Зс»Г (67) 



Верекножмиъ теиерь ряды: 



« • 



^'«п«ат?^= 8^{г"2]'^а-«>«2сГ^)), 



п—1 п^ё{ЦЬг-1) 



еа 



5^,(а;)солр= 7 |д Гсо52пяг-нсо52(п — 1)^1} 






П=| 



^ ^П от *5 (от) 6052? 



1Г" 1Г 

(1(26— 1)+1(2п— 1)« 



'^с<№2{п--Л}х^ео8^{пн'€-^1)х-^ €а82(п^^^ (68) 

Сраввюы ра1)#неим ^67) и (68) и равсуады тавае, шивъ л 
ар#дъидущшъ црим'Ьри.ъ, . ни лш*бо выводвхъ сл'Ьдтющее фаг> 
венство: ' .. • / 



— шг — 

I .... -, -7 

-Г (^ -ь*. - 1 ) } =42(Г, { Д2п') ^ Д2п'-2) } -22(Г, { Л2п'-^-2й, ) 

I 

4-Д2п'— 2(?,)-ь Дгп -ь2е;,— 2)-ь Й2л'-2*,— 2) } , Д-а?)=Да;). (69) 

Пусть Л' постоянное ц'Ьлое положительное число. Первая сумма 
берется для нсёхъ. р^шенШ уравнен1я / ' ^ <: . 

■ -а» I виш^ 

4п«-|-(Г5^2(г,5,=Д (69') 

гд4Ь м какое либо ц^ое число, Лу $, (^^ и 8^ нечетныя положи- 
тельныя числа, изъ которыхъ Л я 8 таковы, что г/-^-^ д^Ьлится на 
4; сл'Ьдовательно ^V вида 4Л-ь1. Дв'Ь же друш еумм111)ра1(11|1о- 
страняются на всЬ р'6шен1я уравнешя 

4ег,5,ч-(2л'~1Г=-2^— 4А-ь1, ' (69'') 

гд*]^ ^, нечетное положительное число, (1^ и п' положительный 
четныя или нечетныя числа. 

Сл-Ьдствхе. Положимъ, что ДО)»»!, а /'^)=0 при ^» не рав- 
номъ нулю. .^ 

Въ первой сумм^ равенства (69) ни долхнн рассмотреть случаи: 

». = — 2" -*-1» «•— -2~ 
Пусть , . . 

гдЬ а положительное д^лое ^исло, при чемъ ,2Л-^1<^2р. Пусть 
^^2=26+1; тогда изъ равенства (69') легко выводамъ 

для случаа Л^^=2р-^ I й— л^в^^р*'^^р-ь^(2^)ч-1)п— а*-4-41, . 
для случая й^=2р — 1 Ь — н*=р*-*-|) — 1-ьЬ(2|)— 1) — а^-^-а. 

Въ этихъ внражен1ахь мн узнаемъ повавателн в*Ь'равевсФ§4(:(5) 
страницн 84; ^сл^довательяо въ первой чаети ф«вено№а (6^)^М|1' 
им'Ьемъ д^ло съ выражешемъ: 1 .•«« 
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гд^ Щк) есть то, чтп ни подъ нимъ подравум^вали въ 3-ей гла- 
в-Ь, а В равенъ — 2(р(т), если А=ж, нечетному числу, ~4у(|»), 
если к^2ш, и О, если к Д'Ьлитси на 4. 

Во второй части равенства (69) должно разсмотр'Ьть сл^дующ1е 
три случая: 

п'=1, п'=(?5, ^'=(^2^ 1. 

1) п'=1; тогда к=::€1^8^, гд4 ^^ непрем'бнно нечетно. Будемъ 
употреблять обозначешя главы 3-й (страница 88). Если Л не- 
четно, то (ш означаетъ нечетное число) 

^Ы,=Щк)=АФ{т) . 
Если /|=4]\Г-4-2=:2т, то 

Если А=2^1п, гд4 «>►!, то 

42:й,=2« + *Ф(т)^8 \ф(1)'^Х ^) | . 

Итакъ мы получаемъ совершенно то же, что въ начале страни- 
цы 88. 

2) п'=е?2; тогда к^=:Л^{с1^'^о^—1); следовательно 

равняется минусъ двойной сумм^ делителей к^ не большихъ \/к 
и одинаковой четности съ дополпительнымъ д'Ьлителемъ. 

3) п'=(?2~*-1*, тогда Л=й,(Й,ч-5, -•-!). Следовательно 

—2ЫЛ2п'~2с1,'—2) 

равняется минусъ двойной сумме делителей Л, меньшихъ ^к н 
одинаковой четности съ донолнительнымъ делителемъ. 

Легко теперь сообразить^ что две суммы, разобранныя подъ 
нумерами 2-ымъ и 3-имъ, дадутъ для случаевъ А=т и А=4п 
виражен1я 

12 
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—2Ф{т)^ТГ{т) и _4Ф(п)ч.4У(||), 

а для случая к=2твуАь. Такимъ обраэомъмн вЕгоелв вновь (11), 
(12) и (13) равенства § 29. 

§ 52. До сихъ поръ мы разсматрнвали теоремы ЛГувилля, от- 
Н0СЯЩ1ЯСЯ къ функщямъ четнымъ или нечетнымъ съ одною пере* 
манною; Лхувилль далъ еще рядъ теоремъ совершенно такого же 
характера, какъ разсмотр^нныя нами, но относящ1яся къ функ- 
цхямъ со многими перем'Ьнными. Теоремы о функщяхъ съ одною 
переменною суть частные случаи по добныхъ же теоремъ для функ- 
щй со многими переменными. Для вывода такихъ теоремъ со 
многими переменными можно избрать четыре пути, изъ которыхъ 
три связаны съ теорхею 9ллиптичес|:ихъ функщй, а четвертый со- 
стоитъ изъ элементарныхъ алгебраическихъ соображенШ, иногда 
очень сложныхъ. Наше д^ло разсмотр^ть только три первые спо- 
соба. 

Прежде всего теор1Я эллиптическихъ и Якобхевыхъ функщй со- 
держитъ довольно большой рядъ равенствъ, заключающихъ не- 
сколько переменныхъ; это формулы сложен1я аргументовъ, такъ 
называемый формулы о пяти и двухъ буквахъ и тому подобный 
формулы. Ясно, что так1я равенства могутъ дать теоремы, подоб- 
ные разсмотреннымъ нами въ начале этой главы. 

действительно, ташя равенства можно всегда заменить равен* 
ствомъ двухъ алгебраическихъ суммъ произведенШ такихъ выра- 
жен1й, которыя изображаются черезъ тригонометрическхе ряды; а 
потому мы легко получимъ равенство двухъ алгебраическихъ суммъ 
произведенШ тригонометрическихъ рядовъ. (Понятно, иногда ал- 
гебраическая сумма будетъ состоять изъ одного слагаемаго, а 
также можетъ случиться, что одна изъ частей равенства будетъ 
нуль.) Отбирая коэффищенты при одинаковыхъ степеняхъ моду- 
ля ^^ получимъ равенство между тригонометрическими функщями 
со многими переменными. Это равенство иногда, если состоитъ 
мзъ неоднородныхъ членовъ, распадается на несколько равенствъ, 
которыя можно получить, заменяя некоторыя изъ переменныхъ 

щ I;, {. . . . черезъ — м, —г;, — {, Напримеръ^ если въ рядъ 

входятъ и произведен1я двухъ косинусовъ, и произведен1я двухъ 
синусовъ, то равенство распадается на два равенства: въ одножк 
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будутъ произведея]я только косинусовъ, въ другом'ь — произведете 
только синусовъ. 

Каждм аналитическая функщя со многими перем'1нными между 
изв'Ьствыми пред^^лами для перем^нныхъ можетъ быть выражена 
въ вид^Ь тригонометрическаго ряда, если только не обращается 
въ бевконечность и не претерп'бваетъ перерыва для значешй пе- 
рем'Ьнныхъ, заключающихся между пред']^лавси. Для получешя та- 
кого ряда стоитъ изм'Ьнять толы^о одно переменное, не изменяя 
всЬхъ остальныхъ; тогда функщя изобразится въ вид^ тригоно- 
метрическаго ряда, у котораго коэффищенты будутъ некоторый 
фувкцш т']&хъ перем^нныхъ, который мы на время не изм^^няли. 
Изменяя одно переменное въ этихъ коэффицхентахъ при неизмЪ- 
яен1и другихъ, мы въ свою очередь коэффиц1енты представимъ 
въ виде трягонометрическихъ рядовъ, К08ффиц1енты которыхъ уже 
содержатъ на два переменянхъ менее, чемъ данная функщя. 
Продолжая такъ действовать, мы В1ыразимъ фуншцю со многими 
переменными въ виде вообще безконечной суммы, у которой чле- 
ны суть произведешя синусовъ и косинусовъ отъ аргументовъ вида: 

птгж п^т,у п^ 

где а;, у, ^. . . . переменныя данной функщи, п, П| , п, • . . • це- 
лыя числа, изменяющ1яся отъ перехода отъ одного члена къ дру- 
гому, А, А, , Ао . . . . обозначаютъ вместе съ — к, — к^ , — А, . • . ^ 
пределы, между которыми данная функц1я равна 'григонометри- 
ческому ряду. 

Мы получили выше равенство для некоторыхъ тригонометри- 
ческихъ функцШ съ переменными и^ V, I. . . О'^^и равенства со- 
стоятъ изъ однородныхъ тригонометрическихъ проияведенШ, т. е., 
вапримеръ, переменная и во всехъ членахъ входитъ аргументомъ 
косинусовъ, переменная V во всехъ членахъ — аргументомъ сину- 
совъ и т. д. Подставляемъ вместо » последовательно т , -т- , 

ЗТС ^ , 7Г 27Г Зтс 

-т-...., вмъсто V последовательно т-^ т- » т--'»- и т. д,: 
А А, А, А^ 



') Иногда будемъ им^ть несколько равенствъ одного характера; см. 11 
примерь. 

12* 
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получимъ рядъ новыхъ равенствъ. Назовемъ собранхе этихъ ра> 
венствъ черезъ (А). Въ ряд%, внражающеиъ фунвцш, зам^няемъ 

х^ у, г такими ц^ыки числами, чтобы аргументы тригоно- 

метрическихъ функщй въ этомъ ряд'Ь были тождественны съ ар- 
гументами, встр'Ьчающимися въ (^1) (предполагается конечнО| что 
тригонометрическ1я фувшци въ ряд% тЪ же, что и въ выведенной 
уже тригонометрической теореме); такую подстановку придется 
сд'блать несколько равъ. Получимъ Н'Ьсколько равенствъ; назовемъ 
собраше этихъ равенствъ черезъ (Б). 06*6 части равенствъ (А) 
умножимъ на коэффищенты, общхе всЬмъ рядамъ (В\ и сложимъ; 
получимъ равенство (С); это равенство (С), состоящее изъ три- 
гонометрическихъ рядовъ^ изобразимъ такъ, чтобы во второй его 
части стоялъ нуль. 06*6 части равенствъ (В) умножаемъ на ко- 
эффиц1енты, обпце равенствамъ (^), и складываемъ; получимъ 
равенство ф)^ вторая часть котораго обращается на основанш 
равенства (С) въ нуль. Первая же часть равенства (I)) содержись 
функцш общаго вида; а потому эта первая часть, приравненная 
нулю, даетъ теорему Л1увилля. Аргументы функщй лъ этой тео- 
рем']^ ц'Ьлня числа; поэтому теорема распространяется и на чи- 
словыя функщй, и на таюя аналитичесюя, которыя при нец^ыхъ 
значешяхъ аргумента (или при такихъ ц&еыхъ значен1яхъ аргу- 
мента, которыя не входятъ въ раясматриваемое нами равенство) 
обращаются въ безконечность, или прерываются^ или неопреде- 
ленны. 

Другой способъ вывода теоремъ Л1увилля состоитъ въ томъ, 
что функц]и, изучаемыя въ теор1и эллиптическихъ функщ'Й, упо- 
требляются только для вывода такихъ теоремъ съ одною перемен- 
ною; которыя суть частные случаи некоторыхъ теоремъ ЛСувилля ^) 
со многими переменными. При выводе теоремы Л1увилля съ функ- 
щями ОДНОЙ переменной получается равенство между суммами 
косинусовъ или синусовъ; эти косинусы или синусы должны взаим- 
но уничтожаться, ибо содержатъ неопределенное х. Аргументы 
у такихъ сокращающихся членовъ должны или быть равными, или 



*) Въ этоиъ параграфе, а также во иноглхъ другихъ и^стахъ, подъ на- 
звап1емъ теоремъ Лгувилля подразумеваются не только т']^ теоремы, которыя 
были выведены Л1увиллемъ, но вс^ вообще теоремы изв^стнаго характера. 
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ян^ть абсолютный величины равныя. но знаки обратные. Но ар- 
гументы состоятъ И8ъ х^ ухноженнаго на линейный функщи р'Ь- 
шешй н'Ькоторыхъ неопред^енныхъ уравненхй 2-ой степени; та- 
химъ образомъ кы и]гЬемъ линейныя равенства^ связывающхя или 
разлнчныя р']&шешя одного и того же нео предал еннаго уравнен1я 
2-ой степени, или р'Ьшешя двухъ различннхъ уравнешй 2-ой сте- 
пени. Но можетъ оказаться, что р^шенхя этихъ неопред&юнныхъ 
уравнешй 2-й степени при изв'Ьстной группировке могутъ быть 
связаны еще другими линейными равенствами, кром'Ь т^хъ, кото- 
рая сл-Ьдують изъ выведеннаго тригонометрическаго равенства. , 
Эти новыя линейныя равенства дадутъ аргументы тригонометри- 
чесюгхъ функцШ, на который можно умножить сокращающ1еся 
члены, йтакъ прежде мы имЬли суммы между косинусами и си- 
яусами съ однимъ неопред']&леннымъ х; теперь, умножая сокра- 
щающ1еся члены, получимъ суммы между произведетями косину- 
совъ и синусовъ, при чемъ къ х присоединятся новыя неопред']^- 

ленныя у^ г^ I ; въ обоихъ случаяхъ суммы распространяются 

на веФ р'6шен1я изЁ^стнаго характера ^Ьхъ же неопред^ленныхъ 
уравнен1й 2-й степени. 

Дальн'ЬйшШ путь вывода тождественъ съ т^мъ, который опи- 
санъ при изложеши перваго способа. 

Очевидно, этотъ второй способъ можно различнымъ образомъ 
видоизменять. Такъ, можетъ 'случи1ъся, что имеются уже равен- 
ства* съ 2, 3 и т. д. переменными и изъ нихъ выводятся равен- 
ства съ еще большимъ числомъ переменныхъ. Понятно, способъ 
вывода остается тотъ же. 

Вообще равенства, данныя Л1увиллемъ и относяпцяся до общихъ 
свойствъфункщй, состоятъ изъ суммъ функцШ съ одною или многими 
переменными; эти суммы распространяются на различный решешя 
неопределенннхъ уравненШ 2*ой степени; сущность эт)пъ тео- 
ремъ состоитъ въ томъ, что или между различными решен1ями 
одного и того же уравнен1я 2-ой степени, или между решешями 
двухъ неопределенныхъ уравнен1й существуютъ линейныя соот- 
яошен1я. Въ большинстве этихъ теоремъ линейныхъ соотношенШ 
столько, что известная система решен1й неопределеннаго урав- 
нешя 2-й степени вполне определяется или черезъ другую си- 
стему решен1й того же уравнешя, или черезъ некоторую систему 



— 182 — 

р^енШ другаго уравнен1я 2*й степени. Посл^ дтого ясно, что легко 
было бы въ вывод']^ такихъ теоремъ совс^мъ устранить употреблеи1е 
теорш эллиптическихъ функцШ; но эта теор1я или упрощаетъ до- 
казательства, или помогаетъ открывать новый теорекы, о которыхъ 
иначе трудно было бы догадаться. 

Наконецъ третШ способъ ввавода теоремъ Лхувилля им^етъ толь- 
ко то отношеше къ функщямъ^ изучаемыкъ теорхею эллиптиче- 
ски&ъ функщй, что ряды^ играющ1е роль въ такихъ выводахъ, за- 
ключаютъ, какъ частные случаи, ряды теорш эллиптическихъ функ- 
щй. Эти новые ряды опять тригонокетричесше, содержатъ также 
неопределенное д; но степени ^ умножаются на тригонометри- 
ческ1я функц1и отъ н'Ёсколькихъ неопред'Ьленныхъ и ихъ ]фат- 
ныхъ (напримЪръ, члены им'Ьютъ видъ сГ<^<>^Щусо^Щ^^ ^'Д^ У 
и X неопред'Ьленныя). Еще большую связь этотъ способъ имЪетъ 
съ теорхею эллвптическихъ функцШ вслЪдствхе сл'Ьдующаго обстоя- 
тельства. Для преобразован1я рядовъ, изучаемыхъ въ теорш эл- 
липтическихъ функцШ, въ друпе<»могутъ употребляться разный алге- 
браическ1я вычисленхя; т'Ь же алгебраичесшя вычислешя съ неболь- 
шими изменешя]и1и могутъ быть повторены и въ томъ случа'Ь, когда 
введемъ въ ряды, сл'Ьдуя опред&1енному закону, н'Ькоторыя триго- 
нометричесюя функцш отъ новыхъ перем'Ьнныхъ; такое усложнен1е 
рядовъ можетъ иногда даже повести къ упрощешю вычксленШ. 

Для ясности всего изложеннаго въ этомъ параграф^^ мы счи- 
таемъ не лишнимъ привести семь прим'Ьровъ. Въ двухъ къ этихъ 
прим'Ёровъ употребленъ первый способъ вывода, въ двухъ дру- 
гихъ — второй способъ вывода, въ трехъ остальныхъ — трет1й спо- 
собъ; третШ способъ вывода употребленъ еще въ начал'Ь одного изъ 
прим'Ёровъ, конецъ котораго р'Ьшенъ вторымъ способомъ. 

§53. Прим'&ръ 9. Изъ формулъ сложешя аргументовъ эл- 
липтическихъ функщй выводятся следующ1я дв'Ь формулы, которыя 
можно найти на 113 странице 2-го изданхя учебника Дюрежа: 

8гп от — ^^ — -^вгп аш — ^ ^ 

2Кх 2Ку , 2Ку 

281П от €08 ат - — ^ Л ат — - 

ТГ 7Г тс 



^ ,2 • , 2Кх . , 2Ку ' 
1 — к^зт^ат 8т^ат — - 



7Г ТГ 
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зт от — ^ — — —зт ат — ^ — 

те те • :•• • ( 

2Ку 2Кх , 2Кх 
2мл ат — -соз ат Д ат 

те те те 

\ ы • . 2Жр . , Шу 
1 — кгат ат зт^ат — - 

те те . 

Ивъ атахъ равенствъ выводимъ 

16^-»*' Г ЧК, , 2К, Л 2Ки ЧКх ,2Кх 

—^\зп—(х-^у)^зп—{х - у)\зп-^сз — Д — 

иЮк\ ЧК, , 2К, ,. 2Кх 2Ку ^2Ку ,„' 

Вторая часть равенства получается изъ первой переменою х въ 
у и у ъъ X. 

Воспользуекся теперь равенствомъ (1) и другимъ раведствохъ^ 
получаеннмъ дифференцировашемъ (1): 

— ^-созат ^ ат — ^^*7,{ ? '7.асо5аа;>. (71) 

Вк^см равенства (70) получаемъ 



09 



7^ I ? ** ■ 1б?" \бгп Л{х V у) ч- т Л{х — у)'\вгп А' у 008 Л' 'х | 



П=:1 



ео 



= V I д** •Ей"[т Л^х-^у) — 5т Л(х — 1/)]т й'о? С08 (?"у | . 



П=| 



Внутреан1я суммы берутся такъ: н-Ькоторое нечетное, положитель- 
ное число разлагается всячески на сумму трехъ нечетныхъ чиселъ; 
а каждое изъ этихъ нечетныхъ чиселъ разлагается на два поло- 
жительные множителя: й м^ ^^ д! л Ь' ^ Л" и 1"\ суммы берутся 
для вс^хъ чиселъ й, Л' и Л'\ такимъ образомъ полученныхъ. 
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Сравнеше коэффищентовъ у одинаковыхъ степеней ^ въ по- 
сд^немъ равенстве даетъ 

ЪЛ"9т Ах сов Лу 8т А' у со8 й"а;=2(^"51п АусазАхагп А'х соз А" у, (72) 

Равенство (72) можно представить иначе такъ: 

ЪА" { 81п{А-^'А")х^8%п{А—А")х \ { 8т{А к А')у^8%п{А—А')у } 
=:ЪА"{вгп{А'^А')х—8гп{А—А')х\ \ьНп(А'^А")у-^8т{А—А")у]. (72') 

Возьмемъ теперь некоторую функщю двухъ перемгЬнныхъ Р(х^у)^ 
нечетную относительно гг и у, т. е. такую, что 

1?'(0,1,)=0, ^'(а;,0)=0, Ъ\-х,у):= —Р{х,у), Р{х,-у)= -Ж{х,у). 

Пусть эта функщя непрерывна и не обращается въ безконечность 
кежду предками для х: — к и ч-к, а для у кежду — ^ и н-^; 
тогда ра8сужден1я, о которыхъ говорится на странице 179, уб*]^- 
дятъ насъу что ^Р{x^у) можно выразить въ вид'Ь двойной безко- 
печной суммы такъ: 



со ею 



Р(., у)=У^ 1^А^,ш^ ш?^ . (73) 

Намъ не за ч'Ьмъ опред&1ять коэффищенты А^ . 

Въ равенств* (72') полагаемъ д?= -т- и //= — , при чемъ п и 

р получаютъ всевозможныя ц'Ьлыя значешя отъ 1 до оо; потомъ 
умножаемъ об** части равенства на ^^ и суммируемъ по п т р 

между пределами 1 и со. Въ равенств'^ же (73) подставляемъ 
вм'Ёсто X и у сл'Ьдующ1я восемь системъ величинъ: 

1) х=А-^А'\ у=Ач-А'; 2) х=А—А'\ у=АчА'' 
3) х=А-^А'\ у=А-А'; 4) х=А—А'\ у— А— А'] 
5) х=А-^А% у=АчА"\ 6) л— А \ А', у=А'-А"\ 
7) х=А—(1', у—А-^-А"', 8) х=А~А\ у=А—А"\ 

при этомъ А^ А' и А" посл'Ьдовательно придаемъ всЬ т^ значенхя, 
которыя он'Ь им^ютъ въ равенств'^ (72). Очевидно, такимъ обра- 
зомъ получимъ формулу: 
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^гщл^г, а-^йГ)^^Р{а-л'\ й^й')-Р{й'^^г, а—й') 
^Р{й—а\ а^л'')-^Е{а^-^\ й-^")\. (74) 

Равенство (74) дано Лхувиллемъ на страниц-Ь 335 тома 3-го жур- 
нала, Ездававшагося имъ въ то время (^опп1а1 (1е Ма(Ьёта(;1дпе8 
рпге8 е! аррИдпёез, 2 вёпе). Въ том'Ь 3-мъ Лхувилль пом^стилъ шесть 
статей, относящихся къ предмету этой главы; формула (74) на- 
ходится въ шестой стать'Ё. 

П р и м *]& р ъ 10. Воспользуемся изв-Ьстною формулою 

С08 ат{и-^V)•=^со8 ати сов ать — згп ати згп ать Д ат{и-^V)^ 

2Кх 2Ку 

для вывода двухъ ариеметическихъ теоремъ. Для этого умножимъ 
о<ЙЬ части равенства на — 5— • Пользуясь формулами (1), (2), (3) 

тс 

этой павы и (4) формулою 1-ой главы, а также зам'Ьтивъ, что 

(формула эта получится изъ (4) этой главы, если полоакять я?=^ 
и зам']&нить д черезъ \^)у легко выводимъ формулу: 

У(_1) * сг'со5(г(я?-ьу)=^(— 1) « ^ * шЛхшЛ'у 

-н4 д( — 1) 2 ■*" « ^ С08 Лх С08 А' у — / 9гп Лх згп Л' у 

— 4 > ( — 1) * згп их згп д!у соз 2й"(а;-*-у). 
211=«» + <«'дЧ 2с1"г" 
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Въ последней формул'Ь Лу 8^ Л\ ^ и ^' нечетныя подожительння 
числа, а п и е2" каюя нибудь ц^лыя полоа&ительныя числа; п по- 
стоянное число. 

М^няя знакъ у ос, получимъ другое подобное же равенство. 
Складывая и вычитая оба равенства, получимъ поел*! нЪкоторыхъ 
простыхъ дЪйствШ, переходя отъ тригонометрическихъ функц1й 
къ произвольшшъ такъ, какъ это покавано въ 9-омъ прим^р^, 

2^(-1)— {(гтег)-(-1)"^Ясг,его} 

*— 1 



2^|(-1) • ^'Л(й,ег)-л((гх)} 



*"— 1 

-4'/;((г-^2сг",сг'— 2(г")-4^/;((гч-2сг",(г'ч-2(г")}. (76) 

Въ равенствахъ (75) и (76) функщи Яж,у) и /',(а?,у) обладаютъ 
следующими свойствами: 

Д-.я?,у)=Да?,у), Да?,— у)=Л(Г,у); 
/1 (— а?,у)= — /; (а?,у), /; {х—у)= —А (я?,у). 

§54. Прим'Ьръ 11. На странице 169 мы вывели формулу (60): 

21;5ш((г'-1-2||>=Х51П^?^, (77) 

гд'Ь первая сумма распространяется навс']^ нечетныя пологитель- 
ныя значешя €1\ 3' и на всяк1я ц^лыя значен1я п\ удовлетворя- 
ЮЩ1Я уравненш 
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2п^1—2п"-нсГ8'; (7Г) 

п постоянное. Вторая сумма распространяется на ъс^ нечетныя 
положителъныя 8начев1я А ш 8 в на всякое подожитедьное иди 
отрицательное нечетное т^ удовлетворяющ1я уравнешю 

4пн-2=т^-кг5, (77") 

Вторая сумма равенства (77) отличается отъ первой тЬжь, что 
во второй сумжЪ множитель икса непременно пеложителенъ, а въ 
первой этотъ множитель или положителенъ, или отрицателенъ; 
поэтому члены второй суммы не могутъ^ сокращаться другъ съ 
другомъ, а каждый синусъ второй суммы сократится съ какимъ 

нибудь синусомъ первой суммы. Итакъ для всякаго —^г— мы им'Ьемъ 

соответствующее Л'-^2п\ такое, что 

^=с1'^2п\ (78) 

Возьмемъ еще равенство (57): 

2Ц—1) ' сов{а'—2п')х=^Ц-1) ' созтх; (79) 

суммы въ этомъ равенстве подчиняются тому же закону, что въ 
равенстве (77). Равенство (79) показываетъ, что для некоторыхъ 
значешй ш, Л' и п' должно существовать равенство тс=с{' — 2п' или 
5' — 2л', для некоторыхъ другихъ т=—€1'-^2п' или — 3'-ь2п'. 

Положимъ, что 

т==*:(5'— 2л'), ^=(г'н-2л'; 
тогда имеемъ 

4л-^-2=Л1*ч-(гМ^— 2лУ-+((г'-ь2л')'— (^У 

=5'2-^й'*-4л'5'^4л'сг'^8л'»~ (^)^- 



Легко теперь вычислить, что для получешя изъ предъидущаго 
равенства формулы (77') должно положить 
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(^'=(2»'^^'-^)^ 



Предъидущш разсуждешя дадутъ намъ тЬ лннейнш равенства^ 
посредствомъ которнхъ можно отъ уравнешя (77'^) перейтж въ 
уравнешю (77^). Разсмотримъ вниматедьн'бе эти линейныя соотно- 
шен1я. Возьмемъ сначала систему: 

(г'-*-2п'=.^, т=^-2п\ 2п'^а'-^=^. (80) 

1 2 

Разр'Ьшимъ ураввеи1я (80) сначала относительно ^, ^ и ш, апо- 
томъ относительно А\ ^ и п': 

а=Ы' л 2(1'-^, 8=8", т=8'—2п'; (81) 

8=8", 2п=8—т, Л'=т-*- ^=^. (82) 

Равенства (81) похазываютъ, что каждымъ Л\ 8' т п' найдутся 
соотв'Ьтственныд^ (2, ^ и т, если только 

4я'-^2сг'— 5'>0. (83) 

Равенства (82) показываютъ, что отъ уравнен1Я (77') можно пе- 
рейти къ уравненио (77"), если только тн — ^— положительно, 

ибо —5— непременно четно. 

Но если »л „— отрицательно, то беремъ 

<^'-«-2п'= ^^-, т= -^-1г 2п', ^ -—Чп'-а'-*-^; (84) 

Л 2 

Л=У, т=2»'— 5', г=4я'-.-2(^'— 5'; (85) 

I' ^ с1 2п'=т + (1, а'= —т— - "^ . (86) 

Равенства (85) и (86) показываютъ, что единственный случай, 
когда мы не им'Ьемъ линейной связи между р'Ьшен1ями уравиен1Й 
(77') и (77"), будетъ тогда, когда 
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4|г'н.2й'— г'<0. (87) 

Ограничивающее услов1е (87) существуетъ только для перехода 
отъ (77") къ (77'), но не для перехода отъ (77') къ (77"); т.-е., 
какъ мы отчасти 11редвид']&ли, для всякаго т, Л и ^ существу ютъ 
соотвЬтственныя п', ^' и ^', но не для всякаго п', Л' ш с^ суще- 
ствуютъ соотв'Ьтственныя т^ Л е ^. 

При услов1и (87) члены первыхъ суммъ равенствъ (77) я (79) 
[пъ (79) лучше Л' зам'Ьнить черезъ 8') должны сокращаться съ 
другими членами тФхъ же суммъ. Пусть с1% &\ п' и е?/, ^/ и п/ 
два р'Ьшен1я уравнен1я (77'). Возьмемъ симметричныя равенства: 

й'ч-2п'= — е?/— 2^/, г'- 2п'=«/-2п/, 

2л'-1-ег'— д''=2|г/ I ^/—5/. (88) 

Зам'Ьтимъ, что посл'Ьднее равенство получится изъ уравнешя 

2я:'-ь(2я;-1-г/— 2л/)(— 2а;— (?/— 2п/)— 2л/'-^(г/5/, 

если изъ него определить х и приравнять п' одному изъ получен- 
ны}съ корней. Изъ (88) им'Ьемъ 

Л,'=А\ 2|?/= — 2л'— 2гГ, г/= -4п'— 2(г' •-«'. (89) 

Изъ равенствъ (89) видимъ, что равенства (88) всегда возможны, 
если только 

4п' ч- 2сг'— 3'<0, 4п/ I и, '—5, '<0; 

отсюда заключаемъ, что (88) — именно т^ равенства, которвя мы 
искали и которыя опред^^ляютъ однообразно т^ пары членовъ 
первыхъ суммъ равенствъ (77) и (79), которыя взаимно уничто- 
жаются, ибо легко убедиться, что члены будутъ а(»солютно равны, 
но съ обратными знаками. 

Изъ равенствъ (80), (84) и (88) убеждаемся, что каждый членъ 
первой суммы (77) можно помножить на тригонометричесшя функ* 
Ц1И перем4нныхъ (5' — 2л')!/ и (2л' -ьд!' — ^')^', а каждый членъ 

А—1 
второй суммы на татя же функщи аргумеитовъ 1щ и -—^г. Однако 

же так1е множители должны обладать т%мъ свойствомъ, что они 
не м']Ьвяютъ знаки при одновременно мъ изм'Ьнеши знаковъ у у 
и г. Таше множители суть 



— »9« — 

I) со8{6'—2п )у €08{2п *-Л' — 6')^, €06 ту со8—^г^ 



2) 9т{б' — 2п')у 9т{2п'^А' — 1')г^ 9гпту 9гп—^я. 



Такимъ образомъ равенство (77) можемъ за1г6нЕТь двумя сл^ 
дующими равенствами: 

=^2лп -5~ X €08 ту €08 "5"^? (90) 

22:лп((«'-1-2л')а? в»л(5'— 2п')у ^п{2п' -\-д! —1')г 

=525т —г- а? «гп ту 5гп —^^- (91) 

Считаемъ совершенно нздишнимъ повторять, какимъ образомъ 
ивъ форму^^Б (90) и (91) вехводится формула: 

21ЯЛ^2п', 6'-2п^ 2п'-ь(г'-г')=2/|^,'т, ^), (92) 

гд-Ь До;, у, ;гг) аналитическая или числовая функц1я| опред'Ьленная 
и конечная для всЪхъ ц^лнхъ значенШ х, у ш Зу который вхо- 
датъ въ формулу (92); эта функщя удавлетворяетъ услов1ямъ: 

Я— я?, У) ^)= — Яа;, у, ;8г), Яа;,— у,— ^)=Яа?, у, ^»). (92') 



Равенство (92) дано Лдувнллемъ на странице 42 тома 7-аго 1оаг- 
па! с1е Ма1Ьёп1а(;1дие8 ригев е(; аррИдиёев, въ его отв^тЪ Эрмиту 
(2 сер1я журнала). 

§ 55. Прим']&ръ 12. Въ теорш эллиптическихъ функцШ: из- 
в^стенъ очень элементарный способъ Якоби, съ помощ1ю кото- 
раго отъ равенства (1) этой глава переходятъ къ равенству (4). 
Эти простыя вычислен1я можно повторить съ другими бол'Ье слож- 
ными рядами сл'Ьдующаго вида: 



1в1 — 






Г=1 



СО 



^=1{т5й^-.43^.1-<->)- 



г=« 



(93) 



Опред'блимъ -4*-*- В*. При опред&1енш получатся трехъ родовъ 
члены, которые группируемъ въ три суммы, при чемъ черезъ (I 
и с1^ называемъ нечетныя положительныя Числа: 



1) 



у у< е*>"У'^ 



^^^^{^-^'^е*У')^1-^^^>') 



(згп Лх «п Л'х-*-т9 их сов о^'х) 



_VV 



^у^\/пЛ+'^' 



У^ 



11 (1-^^еП1-/е< ^^""^^^*' 



2) 7 7 т г-^ — 5г-=гС««(*-<*')«, 



3) -2УУ. 



^д^' 



7-— т7гС08(<г-ьй')а?, 



I • 

1 ■ ' ■ . 

Л-^Л' и й— й' четйы; отберемъ же вс4 члены съ со82пх. Пер- 
В1^ еумма даетъ коэффищептъ при со82пх: 



ео 






') 



2?!!!! уГ з'' _ 



1_^«»^|.1_две'«" 1— д 






Г=п 



,»Г— I 






Гв1 



(94) 



— 192 — 



Вторая сумма даетъ 

Третья сунка даетъ конечную сумму: 

_у V! 



(95) 



.-^Д' 



5"- 'е'У' 



Г=1 



1-^ 



5Г— 1^гу{ 



1— <;"-'е-И 



_ гпд" 



1-3 



«Л 



2з"е""\1" г"""' 2з"в 



.г=п 






(96) 



Сопоставляя равенства (94), (95) я (96), видимъ, что ковффи- 
щевхъ при соз2пх, если п не нуль, есть 

2»з" 



1-г 



«И- 



Если же п нуль, то третьей суммы не будетъ. 
Такимъ образомъ можемъ написать 

со 



(97) 



11=1 






^(1_3*'-'с»У')* ^^(1-2' 

Г=1 Г=< 



2У<\8* 



А, В И -4'н В* можно представить въ иномъ вид*: 



со 



-4=2 д| у/^*^ * / С(№ ^у 8гп Лх 



г «2-1 



•Г— йг=<** 



(97') 



(98) 



• > 



— \9Ц — 



.♦•'%%•.•**■ , ' .'.• .'• ■*-' ** 



.♦•» 



« V *« • 



^г=2»^{л^>г"— 2]«и»оу омАг}; ",. ■ (98) 



•I* #'«*§ •• 









ео 



^'-ь^5'=4 д I д^ у\ сов 8у сов о'у вгп Лх вгп Л'к * 



п^^ шп=а^+Л'Г 



—вгп оу вгп 8'у сов Ах сов А'х]л . ' (99) 

.{Замена X череаъ у и у черезъ х цшЪшетъ ъъ (99} только 
8накъ; а потому 



. • • . . ■ оо 



%)=21г^ «» 2ПУ . 



• ' • 



Итакъ им^ехъ тождество: 



00 



2](д« V [ сов [й-а')х сов (дV^^')у — сов (й^еГ)я? сов (о— г')у]1 



:м- е . . ^ 



г _^ 



^^^Г^Н 2^У-^^2^^} • ^^'^^^^ 



П=1 



Дусть п=;:2 т> гд'Ь т нечетно, а а=0, 1, 2, 3.... Тогда ко- 
8^^||уш^ентъ Д]ри 9^ во второй части равенства (100), очевидно, 

ПМФОму и1гЬе1№ ' равенстве:^ 

• ^ 

^.. =-Л'^Уа(шТ^'^у^г^Г-^Щ. (101) 






13 



- т - 

Теорема. Если т^ Л^ 8^ Л\ ^, Л'% 8" нечетныя положи- 
Шльныя числа, а. д1 фмов, пе атриттельшю мфсло, если /^(х, у) 
есть функцгя конечная и опред1менная для вспаъ разсматривае- 
мыхъ нами цтьлыхъ значетй х и у, если эта функцгя удоелетво^ 
ряетъ условишъ: 

/1—х, у)=^({х,-^)^({—х,—у)=({х, у), 
то сущестеусшб равенство: 

гдгь первая сумма распространяется на есть ргьшенгя с1\ о", (У\ 8'' 
при данномъ т уравненщ^^ ^^^^ 

2*+ 'т=а' ^'^бГ"' 5", (102') 



а вторая сумма на всп» ргьшенгя Лис уравне1т 



.< . к 



, .. т=5=бгс\ (102") 

Это равенство (102) содержятъ въ себ^ два равенства, давяыя 
Лхувилдемъ на страницахъ 151 и 199 третьяго тома 1011гпа1 йе 
Ма4;Ьёта11дпе8 роге! е(; арр1^^аёе8(^ сер1я); оно составляетъ пред- 
меть двухъ статей Л1увилжя, 1-ой и 2-й. 

При м ^ р ъ 13. Считаю не лишнимъ указать на другой, очень 
ироси^ой ирим^Ьръ обобщешя вывоХов^, вс1'рФчающихся въ теорш 
э:иййтическйхъ функцШ. На дтот'Ь ра&ъ )»то обобщек1ё И/р!ё*п 
касаться вывода Эрмитовскаго ряда. Это обобщеШе да(|М|^11^1К 
несколько очень интересныхъ теоремъ. Д^о въ тохъ, что оео- 
бенность характ0рД ЭршстЬ^ехагЬ ряда ^авйснтъ отъ того, что 
при перемноженш двухъ рядовъ выд&1яетСй множителехъ неко- 
торое частное значеше Якоб1евой фушоцв; окавывается, что пшай 
же множитель является и при замЪнЪ двухъ рядовъ нЪкоторнхи 
бол']&е общими ]^мдакн^ но этвФъ общШ множитель яе есть уже 
частное значевхе Якобхевой функщи, а та же фунмЦя съ «еонре- 
д^^еннымъ аргументомъ. 

Овначая черезъ' т н^&(УгЪров нечЫ!)1гЬе число, помножимъ рядъ 
Л формулъ (93) или (98) на 



— 1*б< — 



Ь:2 У 4«*' сое ш? см щ=У д[^*ем т{е'"*'-*-«~'^*), (ЮЗ) 



т=| т^я1 



рядъ же В т^хъ же форку^къ н* 



оо 



1)=2« у д»"*'в»» тхит тувУ ««* лл яиКв'"»"— с""*"")- (104) 



•Лв| 



Будемъ перемножеше д-Ьдать двукя способами и будемъ одред^иять 
ведгаину АО— ВВ. 

Первымъ способомъ получаемъ 



оо 



Л0-'В^=2У[^^+^Уат ^<^-^■т)x еов{9^т)у } , (105) 



9=0 



ГД& 1|тврая сушса расаространается на ве% татя р^шеша ур*^' 
нешя 

т*-*-Ш:=4д-*-% (105') 

дш которыхъ с1 я с нечетны и положительны, а т нечетенъ, по- 
ложателенъ или отрицателенъ. 

Щш оаредЪлен1н ЛС — ВВ друтинъ споеобомъ мы будемъ шагъ 
за шагонъ сл^овать выводамъ страницы 83. 

АС—ВВ 



==У У «**' «« (2г— 1— я»)а; 






Опред&1имъ коаффищентъ пр> вм|2па? во второй части предь- 
нд}щаго равенства. Легко нр^цставшгь мотъ ковффищентъ въ 
сл^хующекъ внд4: .. ^ , 

13* 



Ш1- 






'^^"У) 



^ 4\кАЪ, 



ПроЪавода дФлеМе в«' аредъядущнхъ двухъ дробяхъ, мн ариво- 
дихъ, посл§ очень простой группировки члеповъ, ко8$фиц1ентъ къ 
сл1кдующемт виду: 



•••*•-« «Ъ •• ».^^. -*« 









Г=1 



( •. :. 



д-1 [^^♦-»)гл>в(2г— 4)у-<-д^+^)'«<)8 (2г 12)^ -4- . . . . 



::.: " Ь :^"-*^'[в<!'-"^'^2(г^)у-Нв('-^'!-')' «М»2(Гг*-»1-.1,^]| ^^ 



иГ1 "^ 



1 '.Ь. 



= 2д'*'{^з(у)[Н^г^-^ . . .. -» 2-«(^-^>*] . 



1Гакимъ образомъ им^^емъ 






Я=1 



, . ^ = ^ V ^-^ *.(У)*,(*). л «п ат ?^ . (106) 

'Предъидущёе равенство мо1кно представить въ иномъ вйдъ, есди 
перемножить \>,(у) и Эрмитовъ рядъ: 

посЛ%днл«-сумйа расп^с1Р|Л1&яе«1Г1 на^^еЙ гайя 'р%швнк1^-^[^ав- 
чвни[ ^* ■■*^*'" ■ • *'* ''^ ^'■' X '*•■*' ' 

•^1 



/ • I . I • ' * ' » 



- 1*7 - 

ДЛЯ которыхъ (I в 8 нечетны и положительны, а п какое бы то 
я*- было ц^лое число. ; ' ^ 

, Цриравнивал &р8ффищенты рри одинаковш^ъ степевядъ ^ въ 
равенствахъ (1Р5) и (107), додучаемъ 



> »« 



2^ Ш1 ■ * ' * X сов 2пу=:2 У 91п {Л '^1п)х СОВ (8-^т)у . ( 1 08) 



^ ».' 



Те о р е м а. Если й, с, Л, и о^ нечетныя, положительный ни- 
слйу т какое нибудь нене^те число^ -п какое Ни^^ цтьлое число, 
и^если функцгя ({ос^у) обладаетъ свой(Щва^\^: 

. А—<Х), 1/)=— ЯЖ, ?/), ДО, 1/)=:й, До?, — У)=Л^Г, у), 

то оуи^твуетъ равенство 

22;А(г-|-т,^:-1»)=г2;/"(^, 2п), (109) 

99 нотором»^^ суммы распространяются на в&ь рплишя уравненгй: 

т'ч-2а§=4:д-*-Н, 4п'-^Л; 8, =4д-* 3; (109') 

4^-нЗ^ постойт^ное, ги>ложительное число, ^^^' ' 

Прим'Ьръ 14. Изъ равенствъ (105) и (106) можно необы- 
чайно просто вывести еще другую теорему; для этого умножимъ 
об'Ь части обоихъ равен($твъ на ^%(0): 

2 УГд^"^? V зт (Л ^т)х со^(5— т)у1=^. — шат — - ^АуЖ{^) 

р*-0 4^4-3«=п*«-|-4пН2^* 



ее 



^ , . 211—1 



-2*.(У)«Л^)2] [V 9 ^фЛх] 



пя-1 2п— 1=а«*Ь 



>••.•■/*. ..' -• ОС 



' =ййгв^[?^+*У зт {й-^т)х С08 2п§^. 

^=0 4^+3— тЧ4п»+3^ 

При вывод'Ь употреблялось равенство (1) этой главы. 



I . 1' 



- 1«в — 

Приравнивая коэффнщентн лрн одаваковвхъ степеняхъ ^^ по- 
душемъ 

2 т ((!-*" т)х { соз (5 — т)у — сов Зиу \ =0. (1 10) 

Теорема. Если Л и 8 иечетныя, тюложитеммыя числоу т 
какое либо нечетное число, п какое либо цгмое число, если 

а-х, у)=~Ла;, у), ДО, у>=0, До?, -у)*Я^, у), 



то су14ес1мует9 ^ювемотво 

2{ Дег-мн, с-^н) ~ Л(*.^, 2|»)}=0, (111) 

п которомь сумма распростраияется на вС9ь рпмен^ уравненгя 

1,1«н-4п«н-2(гс=4^^3; (ИГ) 

4^-4^3 положительносу постоянное число. 
§ 56. П р и м *& р ъ 15. Возьмемъ два ряда: 

Е=:2]^^^сов 2лд? €08 2пу^ ^Р^=:^У]^^^ть 2пх е$п 2пу . (119) 



П:=— 00 п= — ее 



Поступая также, какъ въ 13-омъ прим^рЪ, легко получаемъ 



ею 



ЛЕ-ВI'=2^^'^-'^ 008 (о'-"2п')у аЫ (й'-^ 2л')ш ] 



1п , м/21СЛ . 2Кх^ , . 



гд'Ъ (2", ^\ с{ И <$ нечетны и положительны, т нечетно, положи- 
тельно или отрицательно», п какое нибудь цЪиое число, 2п — 1 
положительное число^ постоянное для внутревнихъ суммъ. 

Иаъ равенства (113) сд'Ьдуетъ 



^Уш ((Гч-2л> 008 (й'— 2»')У = Улп^ж ео8 ту . (114) 

Равенство (114) (а сл^доватепно и (113)) можно бшю бн вивести 
>8ъ равенства (90), пмаган явО. 

Помфожшъ вторую и третью части равенства (113) н%^в(0); 



ее 



М . 2Кх. 



2 V [д^+^У вт (й-ь2п)я? ео8 («-2п)у ] «^в»» а»»^»,(у)8-,(») 

§^0 1у + 3«4п'+4«*+2(М 



во 



•2ЧуШх)]^[^^ "[^шах] 



=2^ [*^^*2у лл (|«ч-2п)а? еозтуУ 
^^ цосф^^дняго равенства схФдуетъ 

V в»П (Й — 2П)Ж { С08 (5-»-2п)л — со? ту 1 :5гО . (1 1 6) 

Въ равенств'^ (115) е2 и ^ нечетный положительны, т какое ни- 
будь нечетное число, п какое нибудь ц-блое число, 4^-4-3 постоян- 
ное, положительное число. 

Ивъ равенства (115) мы выведемъ одну общую теорему Л1у- 
вилля^ содержащую функщю съ четырьмя перем'1нными. Д%ло въ 
томъ, что въ равенстве (^Щ члены должны попарно сокращаться^ 
ибо содержатъ неопред'&1енныя х я у. При сокращенш члена 
8т{Л — 2п)х соз{8-^2п)у съ какимъ нибудь членомъ, ему равнымъ^ 
но им'Ьющимъ противоположный знакъ, можетъ быть четыре слу- 
чая; также при сокращенш члена 9(п((2 — 2п)х соз ту мо|Бетъ быть 
четыре случая. Но можетъ быть такъ, что выражеше 

т{Л — 2п)х {со8{о-^^п)у — соз ту] (116) 

сохратся ц&шкомъ съ выражев1ем% 



в1л(«1'— 2»')ж { со8{В'-*- 2п')у—еов ш'у ] ^ 



(117) 



»1^Чи«Г"* 



въ которомъ й\ о\ иС н м' обозначаютъ н-Ькоторую другую сн- 
стему р^шетй уравнешя 



»|*-1-4п'^2|Й= 



при этомъ можетъ быть 16 случаевъ, 18ъ которнхъ йе Ъек одна- 
ко возможны. Не вдаваясь въ подробности, докажемъ, что Д1я 
каждой системы А\ ^, т\ 1п' можно ^найти такую оистему (I, е, 
т, 2п, что формулы (116) и (117) будутъ нм^ть равная абсояют- 
ныя величины, но противоположные знаки. Ташя соотв^тствениня 
системы опред^ятся изъ одной изъ системъ равенствъ: 



I 


П 


Ш 


(/— -2п=— <г'-+-2л' 


«г— 2п=<г— 2»' 


А 2п=(1' 2л' 


о-*-2п — 5'-1-2п' 


^ч-2«=т' 


о+2п я» 


< 


я»=:д^н-2п' 


»=— (о'-»-2п'). 



Назовемъ с2+1н черезъ ^ (можно и другую линейную функщю (2. 
^, п и т назвать черезъ ;?) и опреД'Ьлимъ <!2у о, 2п и 1й^'^ёр^ 
с^', ^', 2п', т' и ^. Подставляя полученныя такимъ об^^азомъ вн- 
ражен1я с1у 6, 2п и т въ равенство 



т 



4п'-ь2(гг=т''-*-4п'*-*-2й'г', 



найдемъ для каждаго изъ трехъ нашихъ сдучаевъ кваддаЦод 
уравненхе; изъ двухъ корней такого уравнен1я мы возьме^ъ толь- 
ко одинъ. Такимъ образомъ получимъ для каждой изъ трехъ пр^дъ- 
идуа](ихъ системъ равенствъ одно дополняющее равенсй^о: 



I 


п 


ш 

Л^т=^-^й' — т'- ''п 


Изъ трехъ системъ I, П и Ш получикъ 


I 

2п=2й'—2п' 
г=«'.4-4л'— 2(«' 


<г= 


П 

Л'^т'—^ 2л' 
2л— т'—^* 


Ш •■ ■^^• 

й=^^^2п'—а' я»' 

2л— о'-*-4л' 2й' т» 



Разсматривая внимательно 11ред|видущ1я три системн, видимъ, что 
изъ первой системы всегда епредблятса с1, 8, 2п ш т надлежа- 
щимъ обравомъ, если еоблюдено'уеаов1е'. 

единственное услов1е для второА сщ^темы буде^^ъ 
услов1я ддя.,третьей системы будутъ 



• ^м» I ь ♦•. , 



I . , ■ • . I .■ • > 



Итакъ каждой системе с1'^ ^\ 2п' и ш' найдетсн соотв^^тственная 
система е2, 8^ 2пу т. Можетъ только возникнуть вопросъ, не бу- 
Дуг'й^ Л бдйбв систем* й, 9^ 2п, т соотв4тство1^«I^гь дв* сйстёмй 
(Ж^'^V, ^п% т\ Это йедсгук^Йе разрешится; если определим* йз* 
I, II и Ш Л\ д', 2п и т! черезъ с?, о, 2л и ш. Тогда окажется^ 
по мвъ системы I определяются только так1я Л, ^, 2щ шу кофо- 
рня удовлетворяют^ усдовио 



/■>* 



С'^ЛпГ>2й\ 
для системы П будемъ им^ть 

для системы же III будемъ им^ть 

№акъ нами доказано, что выражен1я (116) и (117) сокращают- 
ся попарцо целикомъ. ^ .^ 

Заметимъ теперь, что систем&йъ I, II и III можно придать сл^- 
дующШ видъ: 

I - " 



а—2п=—(с1'—2п*) 
8-* 2п— ш=й'н-2п'— ш' 

4« т%^(<-|^Ц|евЙ'~1?|п' 



II 

а^2п—11'-^2п' 

5-1 2п — т= — (5'-4-2п'— >л') 

он-2п ^ т=8^-1~2п ^-т' 



— ««в - 

ш 

2-1-211— жв5'-*-2»'-~т' 

^-«-2п-Ы»|гг=— (3'-«-2п'-*- 1»') 

ЗамФтнмъ еще, что четыре равенства: 

<г— 2п=— ((?'— 2п'), гч-2я— т=:— (*'-«-2п'— ж'), 
о-*-2п-+-»»= — (^'-*-2п''*-т'), с1-*-т=^ — {ёР-*т'), 
изъ которыхъ поед^днее внводитса ивъ равенства 

в^ осцоващи дервцхъ трехъ, несов«%стищ1, «бо црщодпъ ю 
условцо е1— — (2'. Сообраздвъ все это, ножно вывести сд^дующу|р 
теорему. 

Теорема. Если Л и ^ иечетныя рюаожшпмыныя числа, т 
шшое нибудь нечетное число, п какое нибудь цльлое чиелб^ и еелт 
/{Ху у, г, I) обладаетъ свойствами: 

/Х—^у Уу ^» 0=/'(»»— У, ^у 0=/'(а?» 2^,— -8Г,— *)=— До:, у, л, <), 
Г{х, О, ^, *)=0, Да?, у, о,— 0=— Да?, у, 0, 1\ 
Пх, у -ег, 0)=-Я», у, г, 0), Дд?, у, О, 0)=0, 

то сущесшвуетъ равенство 

У:/{а—2п, о-^2л— т, :^2п^т, (* ♦-т)=0, (118) 

в» которомъ сумма распространяется на всп» р^ьшенья уравнетя 

т' ^ 4п' ^2а8=Ад-1 3; 

49-ьЗ постоянное, положительное число, 

« 

ДМствительно. для каждаго 

Д(^-г-2>?, ^н 2л — т, 5-4-2п-| т, (^-^-т) 
съ П0М0Щ1Ю одной ввъ трехъ системъ I, II, Ш вайдется такое 



которое ему равно абсолютно, но съ обратнымъ знакомь. 

Равенство (118) составляетъ предметъ 13'-й и 14-й статей ЛБу вил- 
ля объ общихъ числовыхъ равенствахъ, содержащихъ пронзвольныя 
функцш; эти дв^ статьи помещены въ 9-мъ товгЬ журнала Лхувиляя 
(2 сер1я). ЛПувилль въ этихъ статьяхъ сначала выводатъ дв'Ь част*^ 
Ш1Я формулы, которыл получатся изъ (118) отбрасывашемъ по- 
пер ем'Ьнно аргументовъ <^-ь2п-ьт и (^ч^т, и уже въ конц^ 14-й 
статьи гово1штъ объ общей формуле (118). 

§ 57. Во всЬхъ предъидущихъ прим'Ьрахъ функцш, къ которнмъ 
относились теоремы Лхувилля или четны, или нечетны; но, оче- 
видно, можетъ случиться, ^то одна и та же теорема в^рна и для 
четныхъ, и для нечетныхъ функщй. Предъидущхе методы, очевидно, 
и въ втомъ случа'Ь остаются пригодными; однако для доказатель- 
ства такихъ теоремъ иногда возможенъ и другой пр1емъ, болЪе 
п][и>стой, также основанный на теорш вллиптичёскихъ функщй. 
Во 2-ой глав-Ь мы занимались равенствами между двумя и болЪе 
двойными суммами. Сравненхе ковффищентовъ одинаковых!^ стег 
иедей въ этихъ суммахъ, очевидно, приведетъ къ равенствамъ, 
въ большинств*6 случаевъ состоящимъ изъ суммъ различныхъ сто* 
пеней —1. Эти столь простых числовыя равенства можно яред* 
ставить въ такомъ вид'Ь, чтобы въ нихъ входили самаго общаго 
вида функцш; эти разсуждешя, которыми вводится такая функцхя, 
имФютъ очень много общаго съ разсужден1ями прим'Ьра 15-го. 

Обпця разсужден1я могутъ дать только очень отдаленное понд- 
Т1е объ этомъ способ'^ вывода теоремъ; поэтому считаю лучшимъ 
заменить ихъ доказательствомъ одной теоремы Л1увилля, данной 
этимъ посл^днимъ въ своемъ журнале въ апр^л'Ь 1870 года. Тео- 
рема эта была доказана академикомъ Золотаревымъ въ Ва11е11а 
де ГАсадётхе де 81. Рё<;ег8Ъоцге, Чоше 16, № 2, стр. 86. Мы 
н'Ъсколько изм'Ьвимъ начало доказательства Золотарева, ибо же- 
лательно указать на связь способа Золотарева съ теоремами 2-ой 
главы. 

Теорема Лхувилля. Пусть т число вида 42+1; обозча- 
чимъ черезь г и г^ шькоторыя нечетныя положителшыя числа^ че- 
реп со, 6, ^о^ ^4 8^ какгя нибудь цгьлыя числа. Пусть фуннщя Р{х) 
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нмт^тл (трФкметшМг шт^мтлж тачешж при фстп ртжмаш^рШФое'' 
лшхг Ц9мыхъ зппчешяп аргументов^. Тогда 

и—1)^^^*'^^^ Г(^^у)=Ц—1У^ ЕЫ, ]. (1 19) 

М» сумм по пормдп^ раепрострашиотеж па вел рлтетя г, в^ь^ 
Ь^ ^91 ^1 ^Ч^ Штожь т рравнешй: 



•1 



^16$'=т, г/'^(^^'^в$,'=т. {ПУ] 



Доказательство. На осномш1Я равенства (16) гаавв 3-о1 
(стр' 75) мож/'иъ ваавсать 



КС 96 



V у ( _ 1 ^^+^^'-^)+^I^^^-Ь ^г-1 






I т^^^ 



-эь чс 






=1 ^^-^)•■^'"'-V-\ (т) 



полагая 



N=^4-168*, 2^=», ' <- 88, *. (120') 

Равевспо (120) аредставюгь въ сокращевномъ тцЬ: 

;у ■ ■ •■ ••.■•••■ •.•■^V'' 

Очеввдво, что 

гд*! суммы по порядку распространяются на ыЛ р%тен1я ука- 
заояаго въ теореме характера уравненШ: 

г''^1б8':^К, I, '-ь>88, 'ги^ИГ. (12Я 

1^аасмотримъ теперь дв^& суммы: 

5:М)"'';^*'-'>Г((о)=5:л ^Хо)), 1:(-1)''Г((о,)=2:^^'Я<-'.),023) 
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которыя распространяются на всевозхожныя р'Ёшешя уравнешй 
(119^). 

При разсиотр'Ьнш (123) можетъ быть три случая. 

1) Пусть {0^=6); тогда 

2^(0), )= До)), (-1)'^ =(-1) , N'=N==г'^168'=^,'^-В8,\ 

Въ такомъ сдуча!» равенство (121) даетъ 



тфд чК09фф№цевты рдинаковнхъ стеяеней ^ этого равеис^тра д.р^(^!цц1 
рммтма хежду собою. Итакъ въ юснкъ слуш^ . . о .1X1 в 

*^ ' 2) Пусть ДЛЯ нЪкотораго ш^ нельзя найти равнаго 'е||у со. 91^ 
такомъ случа'Ь т — (0^'=^ можетъ выразиться формою », *-*-88/, 
но не можетъ выразиться формою г^ 'н16$^ Поэтому въ первой 
части равенства (121) ^ не войдетъ въ степени ^—1; а потому 
въ этомъ случа'Ь Л'^^,=::0, Отсюда Бидимъ, что чловъ А' ж^Р^^^ 

уничтожается самъ собою. 

■Я) Члены, содержанце такое <о, что ему нельзя найти раииаго 
«б^, также уничтожаются сами собою въ первой язъ сухмъ ^123). 

€л<&довательно ^ 

Чт и требовалось доказать. 

Изъ самаго изложешя предъидущаго доказательства ясно, что 
каждая теорема Якоби, принадлежащая къ классу теоремЪ; раз- 
смотр'Ьнныхъ во 2-ой глав^, дастъ теорему, подобную предъидущеМ. 
С^евидно также, что самый способъ вывода можно ^в^мтельно 
обобщить; но ц^^ этой статьи не состоитъ въ такого рода иэ^ 
С1Ъдован1яхъ: предполагается только представить въ 'м^^ожио 
пеяиомъ вид1 т% главнМппя приложея1я теорш еллип^ичеоких^ 
функц1Й, которыя ед1ланы до сяхъ поръ равличинмн мксЛАМ^^М^ 
телами. -чч.лоа.. 



I » 



;:. • :.:; 



ГЛАВА Г. 

9э6|>1с ТйуойбвЁЯжъ цЬяъаа чтоея%. Овойетва урвхя^ 
я1я, отъ хотораго «авжонтъ д4кдея1е ц4м1ой жекякояат 
жв^ Гауссово нечетное первоначальное число. Прк]Н|« 
жен1е етихъ свойствъ т выводу ваконовъ взанмностя 
врхчетовзБ четвертой ж восьмой степеней, а та«аве 8% 
докаеатедьству одной теоремы Гаусса. 

"\^ 58. Хотя бол^е подустол^тк прошло съ тЪхъ поръ, какъ 
Гауссъ (въ 1831 году) во второй части своей ТЬеопа Ке81с1аогат 
В^^иад^аисо^и1п ввелъ въ теорхю чиселъ №имыя ц&юя числа, 
однако эта теор1я тавъ мало распространена въ 11атематнче1ской 
литератур^ тго я, желая быть понятшгь, долженъ посвятпь я%- 
свольва словъ ма^внмъ шртамъ этой теорш. Зам:Ъиу, «о теорк 
Гаусса была значительно обобщена сначала Куммеррвсъ^ а цотохъ 
Золотаревымъ. Я однако не буду излагать эту теорхю въ обоб« 
н^евгяомъ видЪ, а ограничусь изложешем'Ё ея въ т^хъ рамвахъ, 
въ какихъ она дана Гауссомъ, во 1) потому, что для ц^й атрго 
сочинетя нЪтъ необходимости прибегать къ бол^е общей тесшш, 
во 2) потому, что такое болЪе общее изложеше затруднитъ по- 
вмкан!е ивлагаемаго. 

, Vл^(0/^о^?ш^Ъ ц^щмъ шсломъ назн^аетс^ выражеще а-^ьЬ^щщщ 
а щ А ц^дця ^сла и 94»а г обр8начав7Ъ.хвадр^тн11й кор^,^^ 
ггЯл .^ардо а— т^ , навивается, сопряженццмъ а-^Ы. Процз^^^^^ 
двую с«|пря|мнщкхъ ^аемь^-^Ьг и а--Ьц цЪликъ шлш ^(робщащ^ 
яатвае1Ш 1И(((рмт^щ^9^,^-^Ы. Ц(>рил кЬ^к(^т^^ чи^аер^ь 

квадратъ этого числа. Ради краткости, будемъ обозначать 
числа т черезъ Щт). 
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Чмели 1, г, — 1, —«и вообще /, гд^ р ц^ое шсло^ суть 
единицы въ Гауссовой теорш. 

Прояввадете н^скодышхъ Гауссовнхъ ц§лш» псе» ееп ошт 
Гауссово Ц'Ьдое шсдо. Есш члсжо кошю дредатмуп» в» вцНк 
ароиввбден1я н^скмьхвхъ ц&шхъ Гауссовнхъ шседъ, то такое 
число навивается составннмъ; въ случае же невовмолшости пред- 
ставить ц^ое число въ вид% произведешя нЪсколысихъ Гауссовнхъ 
«селъ, мн въ этомъ неразлагаемомъ чяслЬ шс^мъ первоначаль- 
ное число. При равлоякеши на первоначальные нноакителн, числа ^ 
не принимаются за отдельные множители. 

. Если два числа т ж т^ при дЬлен» на третье ц'Ьлае чавао 
п даютъ ц'1лня числа, то п называется общимъ дфлитслемъ т ш 
т^. Вся теор1я Гауссовыхъ чиселъ можетъ быть, также кажа щ 
теор1я обыкновенныхъ ц^ыхъ чиселъ, основана на способ^Ь на- 
»Йкдея1я общаго наибольтаго делителя двухъ чиселъ. 

Пусть т я т, два ц%лыя Гауссовы числа; лепо докавать, что 
всегда можно найти третье ц'&юе число ^ такое, что 

ДЫепвтешно, 

Очевидно, всегда можно сделать такъ, что диствительныя частр 
— и 9» а также коеффищенты при е въ — ж^ равличаяиеь бв 

между собою на величины, абсолапоо ме больапя г; но въ татмъ 



«луча* Л/^^~в)^1. 



Еа осневанш аредъидущаго можно майти общШ наибояьшй 1ф^ 
лшжель для « и т|. Для этого еоставляемъ рядъ рааемт: 

гдЬ 9, 2| Як '^^^^ Ц'Ьлыя числа, что ' 
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йпао^яж 'А^шбв рюсуждешя, который обв1К0овевто д^^Ь^м при 
#С1Мд4 обарггяаиболйтгб дФлтеля обокновеннпгБ 1Г&лйгь^- 
ем1Ц вйдшрь, что Шг.^' есть общи наиболшМ д4литеагь 1* #4*1 . 

ЙсМг й|Д;=ь<^5 то числа 1п и т, чш^^а, пёрвыя между собою. 
-'^ЩсН' т и >11, ^'исда, пёреыя между собою; если тпдшитея'на 
Ф^/ш п п дтьлится на т^. 

• 'Действительно, въ равенствахъ (1) т^^^=^] следовательно 

Шпйг таал'шп в щщ д4лятс» на^,, то на т/тавзке )|^1йтся 
м ш^м^^топо также видимъ^ что* та ш^ делятся и т,п, и ш^^;" . . . 

Ивъ предъидущаго следств!^ если числа Шу Щ^ щ^**7 ^^^^ 
лятся на щмоначильное чи^сло щ то на 9$по п не дллишся и про- 

Первоначальныя числа въ Гауссовой теор1и распадаются на дв^ 
категорш. Во первыхъ, всЬ/ полфд^ительныя первоначальная числа 
вида 4п-ьЗ должны быть приняты и въ теор1и Гаусса за перво- 
начальныя. действительно, если бы такое число делилосьчЁШ'||44(^ 
то оно делилось бы и яа а — Ьг, Положимъ, что число а-^Ы пер- 
воначально; тогда и а — Ы первоначально. Вследствхе предъидущей 
теоремы, если 4п-нЗ делится на а+Ц то на а н Ы делится та|Ж 
^1^^+^Щ */(а—Ы)) следовательно первоначальное число 4л4-3 д^- 
Щ1!(»^^^ПЫ0 а'-I-&^ которое неможг» бить вида 42УГн-^, п?.-$. 
не можетъ равняться' 4пн-3. Все друпя положительныя перво^а- 
ЧММ№Я; чис^авъ Гауссовой ^моршвуть состтвныя чием^^фая» 
ныя только изъ двухъ сопряженныхъ первоначальныхъ множителей, 
действительно, всякое первоначальное положительное чнсл4«й9да 
4п-1-1 разлагается на два квадрата, и только однимъ способомъ. 
ЦхсЛх.Апп^^вЯРЛ^нгб-; тотда 4п^1=Ц^н-6»)(а'— й|).^ Ке^ Л у 
первотчммигр числа 4м «1 бвлъ -еще первоначалмяй- мкожи* 
тель с-4ч?|, отличный отъ а-^Ы и а — Ь|, тц^Ап-^-;} л^^лилось бы 
и' на с — (М,'а следовательно на 'с^-ь(2', что невозможно. 
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§ 59. Если два вгаииыя числа равны, то отд^ьяо равны дЪй- 
ствитедьвыа части и отд^^во-кодффищентн држ % ато дошвы- 
вается въ элементарной алгебр*!). Пусть 

к 

а -ь6г=с-|-Л-*-(А-1-5'^)(Л*-вг), 

гд* а, 6, с, Лу й, 9, /" и е ц-Ьлыя числа. О числахъ а-*-Ьг и сч-сК 
гОворятъ, что они сраетшы по модулю /+вг; это алгебраически 
изображается такъ: 



Также унотребляютъ выражеше: (н-си есть вычеть а-^Ы то 
дулю (-^ег\ также а-^Ы есть вычетъ с-^йг. 

Если модуль действ ителенъу то дМствительныя части сравнен1Я 
составляютъ отд&Еьное сравнеше^а кОэффшценты при г — другое 
сравнеше. 

Пусть г^, г,, Гз....г^ ташя мнимыяили действительные цЪжвя 
числа, которыя не сравнимы между собою по модулю 2), гд'Ь В дей- 
ствительное или мнимое число; пусть всЬ остальныя числа сравнимы 
по модулю В съ однимъ И8ъ чиселъ г. Систему чиселъ г^, 1^^, 
г, г^ называютъ полною системою бычетовъ по модулю В. 

^. Теорема. Полная система вычетовъ по модулю В всегда со- 
д^^оюгит число членоеъ, равное нормгь В. 

Доказательство. Пусть 

в=с{л^т), 

где Ау в и с обыкновенный ц^лыл числа; будемъ полагать С по- 
ложительнымъ, а Л и Б числами первыми между собою. Пусть 

х-^уг=г-^^г {тоа С{А ч-Б|)), (3) 

где а-%-^г постоянное, а х-^-уг переменное целое число. 
Вместо сравнен1я (3) можемъ написать: 

где I в и целыя чцсла. Равенство (3^) распадается на два ра- 
венства: 

14 
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х=а-^ЮЛ—иСВ, у=^-*-ЮВ-ь-иСЛ. (4) 

Чтобы удоШ[е1?ворить второе изъ равенствъ (4), положимъ 

ОШу<С, у-4=СГ; (б) 

тогда вместо втораго изъ (4) получинъ уравнен1е 

В1ч-Аи=/; (6) 

ИЗЪ котораго всегда можно опред^ить I к и, такъ какъ Л и В 
числа первыя между собою. Такимъ образомъ второе изъ (4) всегда 
можно удовлетворить, и только однимъ способомъ, числомъ у, 
удовлетворяющтагБ неравенствамъ 0^<^С7. 

Пусть, удовлетворяя услов1ЯМъ (5) и (6), мы получили 

1 

^=^^-^А^5^ и=и^ — Вг^ (7) 

гд-Ь ^0 и и^ опред-бленвыя ц^лыя числа, а ^ неопред-бленное ц^- 
дое число. Вместо перваго изъ (4) получаемъ 

' х=^лч^СЦ,Л-щВ)ч~ С(Л''^В')е. (8) 

Илъ равенства (8) видимъ, что всегда можно найти такое ^, что 

0^х<СС{А'^В% (9) 

Изъ предъидущихъ разсужденШ видинъ^ что для давщыхъ а ц ^ 
всегда можно найти х я у, удовлетворяющ1я услов1ямъ (3}, (5) 
и (9), и что такая система х е у для данныхъ а и Р одна. 

Изъ всего вышесказаннаго можно вывести способъ составлешя 
полной системы вычетовъ по модулю В=С{А-^Вг). Для этого въ 
формул'Ь х-+^ посл'Ьдовательно полагаемъ 

у=0, 1, 2, 3,. ...С— 1, 

х=0, 1, 2, 3,....С{А''^В')—1. 

ВсЬхъ, такимъ образомъ полученныхъ, вычетовъ будетъ 

^{А'-^В'У^ЩСА^-СЩ^ЩВ). 

Разсмотримъ н'Ькоторыя сл^дств1я нвъ предъидущей теоремы. 
Если (7=1, то равенства (10) даютъ 



(10) 
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у==0, ар=0, 1, 2, 3, ^*ч-Д*— 1; 

отсюда заключаемы если Л в В числа первыя между собою, то 
всегда можно для даннаго Ц'&1аго числа а-ь^$ найти такое дМ- 
ствительное ц'кюе число С» что 

Если модуль 2) дМствительное число, то изъ (10) получаемъ 
у=0, 1, 2, . . . .2)--1, а:=0, 1, 2 1)— 1. 

I Положимъ, что мы составили некоторую полную систему вы- 
четовъ для модуля т, мнимаго или дЪйствительнаго. Пусть 
два вцчета изъ такой системы суть х я у; пусть (л число первое 
съ т. Такъ какъ разность х — у не д&кится на т, то и [»-{х—у) не 
д'Ьлится на т\ следовательно два числа (д^-н! и [^{^+2, гд^ I н'Ь- 
которое Гауссово ц'кюе число, не сравнимы по модулю т. От- 
сюда заключаемы если въ формул'Ь (ля^ч-^ будемъ вместо х под- 
ставлять всевозможные члены какой нибудь полной системы вы- 
ч^товъ, то формула [ло^-н! дастъ новую полную систему вычетовъ 
па модулю т. 

Юъ нредъидущаго сл&дуетъ и другая теорема: всегда можно 
найти 0^ удовлетворяющее сравнешю 



.»» 



[ха^=? {тоЛ т)у 



если [^ и т Гауссовы числа, первыя между собою. Очевидно х 
выразится, формулою х^-^-пи^ гд-Ь х^ опред'кпенное, а I неопре- 
д^енное Гауссово цккое число. 

§ 60. Тооремы Фермата и Вильсона им^ютъ аналогичный себ^ 
теоремы для^ Гауссовыхь чхселъ. Докажемъ теорему аналогичную 
теореме Фермата. 

Пуст^ т первовальное Гауссово мнимое или действительное 
число; пусть ^(ж):=|). Положимъ, что п число, не д-Ьлящееся на 
т,. а (А|9 у^у (^9 • • • • Р-р-! полная система вычетовъ по модулю т 
кромЪ вычета, дЪлящагося на т. ВслЪдств1е нредъидущаго 

П(Л,, Щ^у П[к^у П[1^_^ 

14* 
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есть полная система вычетовъ за исключешемъ вычета, д'Ьляща- 
гося на т'у а потому 

п''"">, [X, (Хз [Хр_,= {Л, [Л, (л^ [х^_, {то^. т). 

Итакъ число 

делится на т; но ^ Н^-^ К-з • • • Н'-в— § ^^ делится на т; сл^Ьдовательно 
п''""* — 1 д'Ьлится на т. Итакъ, если п число пересе съ ш, то 

п^^"^^^ = \{тоа т). (И) 

Разсмотрнмъ выражеше п^^ (**)"-^> ^ предполагая, что т пер- 
вомачалмюв нечетное Гауссово число. Нечетнымъ числомъ будемъ 
называть такоё^ которое не делится на 1-н{. Пусть 

Тогда (^=1{тоЛ. ш)\ следовательно или /^—1, или /^-*-1 д-Ьлится 
на т. Если /^^1 {той. ш), то или /* — 1, или /'-+-1 делится на ш. 
Если /^—1 (то(^. т), то на ш делится или /*-♦-$, или /*— ♦. Итакъ 

п^*^^*^^^ ) ^ удд ^г^ 1^ ын съ — 1, или съ », или съ — г {той. т). 
Поэтому Гауссъ разд'Ьлаетъ всЬ числа, не д'6лящ1яся на и», на 4 
класса^ смотря по тому, сравнимы ли ихъ |[ } Щт) — 1 1 — ыя сте- 
пени съ 1, или ц или — 1, или — е. 

Если какое нибудъ число д^ не делящееся на первоначальное 
число ту возвышать въ различныя степени, то эти степеви будутъ 
сравнимы съ н'бкоторыми членами полной системы вычетовъ по 
модулю т. При этомъ можетъ случиться, что ^^^1 (тюй. и»), если 
0<^(?<^р — 1, и можетъ случиться, что^^ не=1 (то(^. т) ни для ка- 
кого положительнаго числа ^^ меньшаго р — 1. Въ посл'Ьднемъ 
случа'Ь д называется п^ообразнымь корнемь модуля т. 

Пусть о наименьшее положительное число, для котораго су- 
ществуетъ сравнеше 

д^= 1 {той. т). 
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Положимъ, что р — 1=^^Г(т) — 1=5е-ь5, гд* ей? ц^лня положи^ 
тельныя числа, 1<^8. Изъ предъидущаго сравненха выводимъ 

последнее всл^дствхе сравнешя (11). Изъ посл^дняго сравнен1я 
заключаенъ, что ^=0 и что $ непрем']&нно есть д'Ьлитель р — 1. 

Если д первообрмннй корень, то 

О, 1, 9, 9\ 9% 9', 9\ /-' (12) 

составляютъ полную систему вычетовъ по модулю т, ибо два изъ 
этйгь чиселъ не мотутъ быть сравнимы по модулю т. 

Мы не станемъ доказывать, что для всякаго первоначальнаго 
числа т существуютъ первообразные корни, ибо доказательство 
буквально совпадаетъ съ доказательствомъ той же теоремы для 
дШстввтельоыхъ чиселъ, которое пом'^щено во 2-омъ изданш 
Уогкзип^еп йЬег 2аЫвп1;Ьвопе уоп Ьезеипе 01ПсЫе1;, на 65 и 66 
страницахъ. 

Возвратимся теперь къ четыремъ Гауссовымъ классамъ. 

Если п^ =1 {тоЛ. т), то п^д^^ {тоЛ. т\ гд4 к ц4лое 
число, а д первообразный корень. Если пл^'^^^-= — 1 [той. т), то 
я=5Г**"^^ {тоЛ. т). Если п^^^"" = г {тоЛ. т), то, выбирая д такъ, 
что ^4^^""^^ ^ -ье {тоЛ. т), им-Ьемъ п^д^^'^^ [тод,. т); если же 
^{(р— 1)^_^ ^^^^ ^^^ ^^ п=:д^^^^ [тай. т). Наконецъ, если 
^^(р— 1) ^ — ^ {тоЛ. т), то при д^^^'^^^^г {тоЛ. т) число п^^д^^'^^ 
{тоЛ. т), а при 5^*^"" = — г {той. т) число п^^^"^^ [тоЛ. т). 

Если п^^"" =1 {тоЛ. т), то сравнешеа;*^п(то(?. т) им-Ьотъ 
четыре корня (полагаемъ п^д^^ [той. т))\ 
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шмш шначе 

х=^у х=г^у х=г-д^, х=г-г^ (той. т). 
Числа Пу для кбтарыхш еозможно сравиеше 

х*=п {тос1. т), 



называются биквадратгичными вычетами модуля т. Такихъ бтва- 
дратичныхъ вычетовъ въ полной систек^^ вычетов^ Кр—!); вь 
этомъ уб^даетъ насъ радъ (12). 

Если пу^^~~ ^■=: — 1 {тоЛ. ш), то сравнеше х^^п {тов.. т) не 
шгЬетъ рЪшевШ. ДМствительно, если бы имелось р^Ьшеше х^^^ 
(той. т), то п было бы ^^^ (тоЛ. т\ что противно полоа^енш. 
Но въ этоиъ случа'Ь возможно сравнеше х^'^п {той. т}. Р'Ьше- 
Н1Я этого сравнен1я будутъ х^^ и — д^^ если п^д^^ [той. ш). 
Числа п, для которыхъ возможно квадратное сравненге 

х^^ЕП (той. ш), 



называются квадратичными вычетами модуля т. Квадратичинхъ 
вычетовъ 1(р — 1); изъ нихъ 1{р — 1) биквадратичныхъ вычетовъ 
и \(р — I) бшсвадратичныа;ь невычетовъ. 

Наконецъ, если 

п*^^*^^ иди -г (то^. ш), 



то ни сравненхе х*^п (той. т), ни сравнеше х^^п (той. т) не 
им^ютъ р'Ьшешй. Так1я числа п называются квадратичными не- 
вычетамщ они также биквадратичные невычеты; ихъ Цр—1) въ 
полной системе вычетовъ. 

§ 61. Итакъ характеръ числа п относительно модуля т зав»» 
ситъ отъ того^ чему равенъ показатель степени р въ сравнеши 

п^^^^—г^ (той.т). (13) 

Это ^ будемъ впредь обозначать символомъ 1 — • Следова- 
тельно 
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Символъ — I ввелъ Эйзенштейнъ въ своей стать']^ ВеИг&де 2а1г 

ТЬеопе Лет еШр(18сЬеп Риис1;10пеп (^ои^па1 уоп Сге11е, Вап(1 30^ 
Ней; 3). Этотъ символъ не надо смешивать съ совершенно такимъ 
акэ обозначегаемъ/употребленнымъ Леженъ Дирикле въ его Ве--' 
сЬегсЬез зиг 1е8 <'огте8 диайгайдией а соёШс1еп18 е1 к шйё^егт!- 
пёев сотр1ехе8 (^0I1Пт1 уоп Сге11е, ВапА 24, ЦеН 4). Символъ 
Лежена Дир|1кле равенъ квадрату символа Эйзенштейна. 

Относительно/ символа Эйзенштейна ограничимся пока однимъ 
его свойствомъ: 

I 

1 4 

Это прямо сл^дуетъ изъ сравнен1я 

{пп п . . . . )* ^ и* п * п * {шоа. т). 

Перейдемъ теперь къ зам'бчательному свойству квадрата Эй- 
зенштейновскаго символа— выражаться посредствомъ символа Ле- 
жандра. 

1) Пусть т:=а, гд% а обозначаетъ положительное, первойачаль- 
ное число вида ' 4п-«-3 или отрицательное вида — 4п — 3. Вспом- 
нимъ, что сравнен1е 

а;'^=а-1-|Зг {тос1. а) (16) 

возможно или невозможно, смотря но тому, первое или второе 
изъ равенствъ 



[^]=-.[^Т=-' 



им4етъ м-Ьсто. Разсмотримъ же, что требуется для того, чтобы 
сравненхе (16) им4ло р^шенхе, которое назовемъ черезъ ф-1-ф». 
Для этого должны удовлетворяться сравнен1я: 
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что всякое мнимое число сравнимо по модулю а-^Ы съ какимъ 
нибудь д'Ьйствительнымъ числомъ; а потому въ сравнеши 

X можно принимать за дМствительную величину. Данное сравне- 
ше можно заменить равенствомъ 

ж* — а— Рг=((р-#-ф«)(а-*-Ь«)^ 
которое въ свою очередь заминается равсноФвамя 

а?'— а=а9— Ьф, — |3=й(р-ьвф, (20) 

Исключаемъ изъ этихъ двухъ равенствъ ф и полагаемъ К(а'^Ы):=^р: 

ах* — ал — бр==р9» (21) 

Если бы аа-^Ъ^ д'блилось на р^ то на ^^ разд'Ьлилось бы и Ху что 
невозможно, ибо въ сравнеши 

а?'^а-|-|Зг (той. а-^-Ы) 

а-ь^г предполагается не делящимся на а-^Ы. Сл'Ьдовательно ни 
а, ни алч-Ъ^ не делятся на р\ поэтому равенство (21) только 
тогда возможно, когда 

Пусть теперь (22) удовлетворено; тогда (21) можно удовлетво- 
рить приличнымъ выборомъ о; и (р. Но равенство (21) можно наг 
писать такъ: 

а{х*—л — а^)=Ьфч-Ъ^). 

Такъ какъ а л Ь числа первый между собою, то 

р-ч-6(р= — а^^ X* — а— а9= — Ьф; 

т. е. равенство (21) влечетъ за собою разенства (20); иначе— усло- 
В1е (22) не только необходимо, но и достаточно. 

Рядъ т-Ьхъ же умозаключенШ, что въ конц4 предъйдущаго слу- 
чая^ дастъ намъ равенство 
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[а-^ы\ ~\р)\ р ) ' 



Но равенство а'*-\-Ь*=р показывастъ, что р есть квадратичные 
вычстъ по иодулго а, т. е. 



Такъ какъ р вида ;4л -4-1, то 
Итакъ 

Возвратимся къ первой степени Эйзенштейновскаго символа для 

того, чтобы определить 1 - въ т4хъ случаяхъ, когда п=-4-1, 
— 1,-н«. 

Из:ь сравнешя (14) прямо сл^дуетъ 

. Первая степень 1 1 выведена Гауссомъ во второй части его 

ТЬеопа гезг^иошт -Ыдпадгаисогаш (второй томъ полнаго собра- 
вк сочиненШ Гаусса]. Намъ понадобится только квадратъ этого 
символа, вывод'э котораго гораздо легче. 

1) Если а первоначальное число, абсолютная величина котораго 
вида 4п-^ 3, то изъ (19) сл4дуетъ 

2) Если а-^Ы такое первоначальное число, въ которомъ а не- 
четно, а Ъ четно^ то изъ (23) слЪдуетъ 
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Г 11-1 а_ / ач-Ь \ _ / а*-4-й« \ 



Изъ равенства 

2р=(а-«-6)'-1-(а— 6)» 
(хгЬдуетъ 

[^]=(а-1г)=<-'»"'""-'- <^'') 

Зам^тпмъ, что формула (25) получится изъ (26), если поло- 
жимъ 6=0. 

Зам'бтимъ еще, что 



\г^т\ [ш] • 



(27) 



§ 62. Также какъ символъ Лежандра им'Ьетъ свое обобщен1е 

обоб- 



въ символе Якоби, можно и символъ Эйзенштейна 



я 



1цить т^мъ, что полагать Ь составнымъ, равнымъ Ь'Ь'Ъ''' . • . », 
гд^Ь Ъ\ 6", &'".... первоначальная, нечетныя Гауссовы числа. Пусть 

И = [ш^] = [?] Щ [г ] • • • • (2в> 

Разсмотримъ н^Ькоторыя свойства этого обобщеннаго символа. 
Будемъ полагать въ мнимыхъ количествахъ Л^Вг, А' -^В^%, 
А"-%-В^Ч^ а-ь6«, а'-1-6'|, а''-ьЬ'Ч'.... дЬйствительныя части всегда 
нечетными^ а коэффиц1енты йриг — всегда четными. Пусть А-^-В% 
=Хг(Л'-4--В'г), гд4 А т В числа первыя между собою. Въ такомъ 
случа^^ можно доказать сл%дующ1я три формулы: 
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предполагаемъ а-ь^ё и Л-^-Вг числами первБши между собою. 

Для доказательства первцхъ двухъ формулъ положимъ, что а-^-Ы 
число первоначальное и что 

положимъ также, что (29) и (30) в^рны для модулей а+Ь^цк 
А^'^В'Ч. Тогда можемъ написать 

Но мы им-^^емъ 

Р-1 _ Р"р—1 _ {Р'—1){р-1) р—1 Р"—1 
4 4— 4 '*'4"^4 

^1>-1 Р"— 1 /^ , ., \ 



МВ1ГБ доказана ф^рму^ка (29). Формула же (30) сл^дует'ь й1^1> 
сд^дующвхъ внчислешй: 

8 8 ' ■ -:,.,.. 8'- ■ ■ ■• ' 

_ (о-н&)«_1 (^(>^^^^)*--1 , \{а^ЪУ—1\{{Л"-^-В'у-1\ 

~ 8 "^ 8 "^ 8 

.. ■ ■ .1 

_(0-н6)'— 1 (^"-^-^В")'-^1 



8' - 8 



{то(1 2). 



Что касается формулы (31), то прежде всего зам^тимъ, что 

Пусть Ь=:^аа^а'\,..рр'р^\..\., гд-Ь а, а', а",.... положительный пер- 
воначальныя числа вида 4м -«-3, а р^ р\ р'\.... таюяже числа вида 
4п4^1; такимъ обр^омъ 11ы полагаемъ Ъ положвтельпымъ. Пусть 



Нахв поедено кнше: 
Но — **=а* (то^ рУ, ж потону 

т=(1^)(^>(^) 

Тахшнъ образомъ доказано, по 

Такь вакъ об^ частн равенства (33) не няткнаютсж отъ занЪш 
X черезъ — ^Ь, то равенство (33) в^рно н ди X отрнцатежьнаго. 

Мя предпожагаемъ всегда, что два члена символа числа пер- 
вм между собою; поэтому всегда можно найтя дЫ№пипелым1е 
число 5, удовлетворающее сравнешю 

тхк 9 ЧИСЛО первое съ А'-^-Ви Пусть 

А'^ВП={а -н«)(а' ч-6Ч-)(|1"-агЧ-).^., 
гд'Ь а-ьЦ Ыг^-Ь'г, а"-^Ь''и... первоначальныл числа. 

[л%^|] ~[а^Ь|] [о'^ЬЧ] \а«н^67\а'«-^6'7 " 

= \1аГ^*) (т^Тб^У \а"*-ьЬ"7 ' ' ' 
Отсюда заключаейъ, что 
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Такъ какъ А' и В^ яе имЪютъ общихъ делителей, то А' и Р' ихъ 
не им'бютъ; а потому 



ш=©= 



Н.1; 



следовательно 



[ШЧ^) <-'• 



Изъ сравнешя (34) ии^емъ 

гд'Ь 7 и т дМствительвыя ц^лыя числа; посл'Ьднхя два равенства 
даютъ . с 



I 



А'8=А'а-*-Б'^-*'Р1, А'8=А'ач-В'^ (тоЛ Р'). 

Такшъ обравоиъ доказано, что 

Ивъ равенствъ (32), (33) и (36) прямо сл^дуетъ (31). 

Ояевидяо, что вся теор1я биквадратичныхъ вычетовъ основана 
на умЪв1и вычислить символы 

гд'Ь ач-^« и а-^Ы первоначальныя нечетныя числа. Для вычисле- 
шя втораго символа уже Гауссомъ выведена теорема, известная 
аодъ названхемъ закона взаимностц бцквадрсипичныхъ еычетовъ. 
Этотъ законъ Эйзенштейнъ доказалъ съ помощш свойствъ эллип- 
тическихъ функщй, модуль хоторыхъ I. Фушщш эти нааываюФса 
млтискатиымц. > 

§ 63. Переходимъ къ выводу главнМшихъ свойствъ жемяискат- 
ныхъ функщй» Пусть 
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т 



Ч^'-' <"' 



тогда а?, у^! — х^ и ^^\'^%^ будутъ лемнискатныя функц1и аргу- 
мента 1\ эти функц1и, въ отлич1е отъ всякихъ другихъ эдлиптиче- 
скихъ фунщШ, будемъ снабжать значкомъ, такъ что 

а;с^$ш ат(^,г)=5ш'ат <, со5 ат(<,е)г={?05'ат Ь^ Д ат(^,г)=Д'ат ^. (38) 

Умножимъ 06*6 части равенства (37) на г\ 

XX %х 



"*.; у^1 -.ж*" ^ 1/1— Ггяг)* ~ ) ^ 



ау 



VI ^х* ^\/1—{^ау .VI— 1^* 



о ' ^ ' о 



откуда выводимъ 

8т' ат и=г згп'ат I. (39) 

Известно нзъ теор1и эллиптическихъ фуцкцхв, что при а ,б9- 
четномъ и Ь четномъ 



^ хР, . Р,у/1— а ?' ^ ^ РзV/1-^V 

$1,патЬ^,= -^ — ^-^^ ^ , сов атЫ=^^ ДатКеч;^^, 



•• . I 



ткЬх=8гпат1^ Р^Р^^, Р^ и Р^ Ц'Ьлыяфункцш х степени а* — 1,у 
которыхъ кодфф и щента вависятъ только отъ ку ^^ ^^ и ^.^ тате 
же многочлены степенн &% а ^^ степени 6^ — 4. Отсюда, прини- 
мая въ соображеше равенство (39) и извЬстную формулу сложе- 
шя аргументовъ зт ат, заключаемъ, что 

гдЪ СГ и V ращовальвоя ц^ыя фушсщи ,Ху у которыхъ коэффв- 
щенты зависятъ только отъ модуля е, т. е. ко8ффнц1е№Ы'^ц%лая 

мнимыя количества. Если Ь зам'Ьнить черезъ ^^^у то у и я? зам'Ь- 

нятся черезъ г^у и г^х; сл-Ьдовательно II и 7. Ц-Ьгая функции а:'*: 



« 
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у= 7/ 4. > 01>=8гп*ат1, у=8гп'ат{аи-Ы)1. (41) 

Очевидно, формулы (40) и (41) в^рны и въ томъ случае, когда 
а четно, а Ь нечетно. 

Щ^^А%щлущ^$ ре8улЬ|Татъ можно ^ыразйть иными словами такъ: 
диффере$щ1альное уравненге 

^Ща^Ы,-^ (42) 

\^1—у у1—х 

имтетг шлте1раломь (41), если у=;0 $9ри х=^0. 
Будемъ уаотреблдть обозначеше: 

Г-^=а: (43) 

тогда цо. общей тес^р!^ дл^иптическихъ функщй одинъ нзъ перш- 
довъ 8гп'атЬ есть 4(о. Зам^тивъ же, что 



= — 8гп'ат ги. 

I • . ! / , 1 . . • ' 



выводимъ 110(^Л*6дОВа1Гб;ПЛЁО 

8гп'ат{2т'^и)= — 8гп'ат щ 8гп'(1т{2о}'^2т-А-и)=зт^ат и. 

Отсюда заключае^ъ, что второй перюдъ функцш згпат есть 
2(1Ч-ё)(1). Меньшихъ пер1одовъ^ очевидно, неможетъ быть. Зам^ 
тимъ, что 4 есть число, кратное 2(1 -+-г). 

§ Ы. Будемъ предполагать а-^Ы первоначйльньшъ^ нечетнимъ 

числомв. Предположим^ также, что -^ несократимая дробь. Поло- 

жимъ дал']^е, что ня лц ни & не равны нулю. Чтобы опре- 
делить степень многочлена 17 относительно х^ должно, во пер- 
выхъ, опред&шть число корней уравнешя (гГ/=0 и, во вторыхъ, 
доказать, что это уравнете не им'Ьетъ мвогократныхъ корней. 

Изъ теорхи эллиптическихъ фУнкцШ изв-бстно, что функц1а 
згп^ат I обращается въ нуль только тогда, когда ^=2(а-нр$)а), гд*!» 

16 
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РС.И |3 кашя нибудь ц'Ьлыя числа. Если предпможимъ поэтому въ 
формул']^ (40) 

2(ач-|3{)со 

то у обратится бъ нуль. Итакъ, если узнаевть, сколько равяи- 
чныхъ значен1й им'Ьетъ выражете 

. , 2(а-ьЗ«)^ гАл\ 

то узнаемъ, сколько различнБпгь корней пъАегъ уравцеше хПяяО. 
Положимъ, что ^ н'&которое ц^ое, д^Ьйствнтельное число, абсолют- 
ная величина котораго мен-Ье г (а*н-Ь*). Если 

а-I-^3^=5-|-((^^-ьV^)(а-^-Ь^), 
гдЪ [^.+Vг ц'&юе Гауссово число^ то выражете (44) равно 

26^0) 



бшат 



ач-Ье ' 



поэтому для нахожден1я всЪхъ различныхъ корней уравнешя 
я; {7=0 должно только разсмотр'Ьть т'6 значешя выраженш (44), 
которыя получииъ, если ач-^г приравняемъ одному изъ Ц'Ьлыхъ 
чиселъ: 

2 ' • • • •—2,-1, О, 1, 2, 3, ^ .,. (45) 

Положвмъ, что ^ и ^'различныя числа изъ ряда (45). Предполо- 
жеше 

25(0 . , 2(5^10 ,.^^ 

вгп от — г- =^^ (^ип — г- (*6) 

вдечетъ за собою равенство 

5(0 5'(0 , .. 

=-.;= =*: =-.-|-((л-ьуг)(о, 

иначе ^^^6'{шо(1мч'Ы). Но иосл^Ьднсе сравнев1е предполагаетъ 
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Л.,Сн1*дш?1^?:н^^=*=^{^^^- а—И); (УЙдоэательно . 5==ь ^'(тоЛ. 
л??*т^!^ ^^ац^кач^ь 5и 5^^и^^ряда (45), то5илцз=5', или ==— ;Й'; 
Щ0. да)и ,;^й^^дц^'^^ цредаодоже^фг; раренотвр .(^6^^ не удовлетво- 
ряемся.,, йт1ц^.|р^/==:;рнмЬейръ а*-ь&* различныхъ кррнеД. 

' Вродяффер^енц^уе^ъ равенство {^ТГ<в^&: 



ВЬЯй йВРЬйьО й1йв«г^ уавные 1сорй», то СГг=и), а? ^=**^> У«=^э 






) ■ • 



следовательно У^:=ф. Ио^ лщвх^^ ,% равн1ирь,выражещк),,(44;), 

— пг- ■ ..... 

тЛх'^ еоз'ат I ^'аш I соз'ат ЬЫат I * 

гд^ 7п=:ан 2^г.1*акъ какъ въ предънд)^щенъ выражея1и соз^атЬ^'аШ 
не можетъ равняться беаконечно(;ти^^^то 7^0, что противно пред- 

хТТ ^ 

положетю, что-^ несокра;^]^^^ Дробь. , 

Итакъ степень ,Ц=(^((1р^)_ относительрр х ерть 4^'-4-Ь*— 1. 

т. ••*^^. ' ^^' ^ ' "1 

Равенство (42) не из]||^нится, если х замЪнииъ черезъ - у а 

1 2/1 

у черезъ т^;;— (множитель г введенъ зд-Ьсь всл'Бдств1е того, что 

при преобразован!^ въ об* частр (42) входитъ \/ — 1); следова- 
тельно \ -4' "^^ М' 



I • ^ \ Ч> 






Бели въ «шсдитслЪ и знаменателе дроби (48) уничтожить внане- 
вателн, то до^^Ьа пож^члтьбя опять $ёсс1цратя11аа дробь. Если 

15* 
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бы степень Цх^) была иен^е степени ^{х% то числитель новой 
дроби Д&1ИЛСЯ бы на степень х, высшую первой, что невозмож^ 
но, какъ мы доказали выше. Если бы степень ^{х^) была бол%е 
степени <^{х*), то знаменатель новой дроби дЪлжлся бы на х. 
Итакъ степени ]7и Т одинаковы; т. е. степень V есть также а*-«- 

> Изъ равенства (48) можемъ вывести интересныя свойства ко- 
8ффиц1ентовъ 11 л К Но прежде опред^лимъ постоянные ковф^ 

фищенты 17 в V. Изъ равенства ^ = -^ сл^етъ, если поло- 
жить ^=0 и если обозначить черезъ а^ постоянный членъ мно- 
гочлена ГГу а черезъ Ь^ такой же членъ У^ 



1у _1 Лу _1 



Х=во Х=0 «3=0 



.г< 



гд^ ш=а-^Ы\ изъ предпослЪдняго равенства заключаемъ 



»' 



(4?) 



Полагая р=а*-*-Ъ*, иоженъ написать 

кр-1) 
|(а;«)=1-+-Да;*-ьДа;'-н . . . . ^]В^^^_^^7^-\ 

Равенство (48) можно написать такъ: 

I 

Называя множитель, /пока неопределенный, черезъ д. получа- 



г 



емъ 



г 



,р(а:*)«5В*'-'Ф (р), Ф(«0 =^^«^->(^). , 



'^♦^ I *^ 
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Если напвшемъ эти равенства подробно и приравняемъ коэф- 
фищенты при одинаковыхъ степеняхъ х, то получимъ 

Если возысеиъ^*={ , то оба ряда равенствъ будутъ согласны 

между собою. Итакъ д=г , гд-Ь 7=0, 1, 2, 3,— чему именно, по- 
ка неизвестно; а следовательно 






(50) 



V/' 



Почти дословно тЬ же радсужден1я придется повторить для 
того, чтобы доказать, что формула (50) в^рц^ и для случая а=0 
или Ь=0. Ясно только, что полная система вычетовъ будетъ уже 
не (45). Впрочемъ для этого случая равенства (50) прямо слЪ- 
дуютъ изъ т^хъ теоремъ, которыя известны въ теорш умножен1я 
а]^17менговъ эллиптическихъ функщй. 

Очень важно для посл^дующаго доказать, что все коэффищен- 
ты В делятся на т. Докажемъ это. 

деля въ формуле (50) числитель ва знаменатель, мы можемъ 
у представить въ виде безконечнаго ряда: 



где с, , Се , с, с^ , ^ ...... суть целыя комплексныя числа, 

ибо первый членъ делителя 1 . Коэффищенты с легко определимъ 
черезъ коэффищенты В, если умножимъ обе части равенства (51) 
на амм^натель дроби (50) и первую час1(ь результата заменим^ 
чиелителемъ (50>; такимъ образомъ дол|1ае|1^ 
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> 

с,=гЪ с,=гБх. —- В,с,,.... й такъ далКе. (52) 

Тотъ же рядъ (51) можно получить рнымъ путе]|ъ. Дда этого въ 

1^ 

равенств-Ь (37) расположимъ, слЬдуя биному Ньютона, (1 — х') • 

по восходящихъ степенямъ х и проинтегрнруемъ. Тогда получимъ 



• • • • 



гд'Ь всЬ ^ — ращональныя, дМствительныя числа. Очевидно, 2/ 1П)- 
лучитря зам'Ьною I черезъ пЛ изъ ряда: 

I 



' 1^ 



котопый легко получается изъ предъидущихъ двухъ рядовъ; 
Т5> у]> Т|31- • • рацюнальныя, дМствительныя числе^, Итакъ 

* 

-ь .^ гХ.53) 

сравнивая рады (51) и (53), получаёмъ 



к>1 .• < 



С|а=2т, с^=р5тн-*у5^^ > • • • 



I' 1 \ 



4+1=1^ 4<.+1 ^-*-Т.ЙД1 «»'-*---^Т4^+1 



(5) ^3 ^4,+1 



О, 



Отсюда видимъ, что 

» 1 . ' • 






г/<* р шЬкоторое дМствительное ц*лое число, а Я1Н*)-^ц**йи,^№ 
ц-Ьлыми дМствителнйЛШ^^йЬэффищентами функ1[](1А»пг*; • •'•'** 
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Пусть п есть я'Ькоторый нечетный первоначальный дфлитедь р* 
Такъ какъ о^ , ^ цЬдое мнимое число, то 

т^т')=0{тоа. п). (54) 

Но р получается въ знаменателе всл']&дств1е ряда вычисленШ, 
не зависящихъ отъ ш; а потому сравнеше (54) в'Ьрно для всякаго 
значен1я т. Намъ известно, что число вычетовъ въ полной системе 
вычетовъ по модулю п есть Щп)] сравнен1е же (54) можетъ только 
им%ть столько корней, сколько единяцъ въ показатель высшей степе» 
ни т ^),т.-е. 4[л~ь1. Вс^ эти 4[;1ч-1 корней сравнешя (54) должны со* 
держать въ себ^ вс^ члены полной системы вычетовъ по модулю 
л; следовательно 4[хч^ 1§2У(п). Отсюда сл^дуеть, что знаменатели, 
входящхе въ коэффищенты с,, с^^ с^^ с^,^^ * . . . Ср_8 и Ср_^у со- 
стоять изъ первоначальныхъ чисел'^, норма которыхъ меЕ1^ер= 
гг^Щт); а потому въ нихъ т не сокращается съ р. Итакъ ко- 
эффищенты С^, Сз, С, ....Ср_в И Ср_^ ДЕЛЯТСЯ на Ш. 

Изъ равенствъ же (52) постепенно выводимъ, что В, 

|(р— 1) 

-в/; 'гч, -8|, ч, . . . . ^81 Я| Делятся наш. Итакъ 

, . , , , ... .V {81п'ат{)^^'^К шР /55А 
зт атт1=^8$п ат{а^ог)1^=:г . ;; » \^^) 

где Р и ^ целыя^ съ целыми коэффищентами, функщи згп'ат I. 

Для определензя величины г^положимъ въ формуле (55) ^=(0; 

тогда а;=г1, а у=9т' ат{а'^Ы)о)=:%. Яо величина згп'ат I не из- 
меняется отъ прибавлен1я къ Ь величины 2(1~1-г)(о; а потому ве- 
личина V зависитъ отъ того, какой остатокъ даетъ нечетное чис- 
ло а-^Ы при делен1и на 2 ь2ф. Нечетныя числа относительно мо- 
дуля 2-ь2« разделяются на четыре категор]и: сравнимый съ 1, 

съ «', — 1 и— I. Заметивъ же, что 

» 

8^1^ащ^л^=^лЛ^ згп'ат ^с•^=^, в1л'ат(— со)= — 1, згп'ат( — «(«))==:—$) 



*) Доказательство этой теоремы для мнимаго модуля и мнимыхъ корней 
не отличается отъ доказательства, данваго Лежевъ-Дирикле въ § 26 его 
Уог1е8Ш1веп лля д^йствительнаго модуля и д'Ьйствительныхъ корней. 
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вашгючаемъ: 



когда т^-*- ЦтоЛ. 2ч-2г), то V=0, %^= -4-1; 
„ т^ -ь * {тоЛ. 2-+-2г), то V=1, г^= -ьг; 
„ т^ — ЦтоЛ. 2-^2%)^ то V=2, г = — 1; 
„ т ^ — г {тоЛ. 2-+- 21), то уг:=3, г=^ — и 



(56) 



Выведеннш:ъ нами свобствъ леинискатныхъ функцШ достаточ- 
но, чтобы доказать законъ взаимности биквадрат ичдыхъ вычето&ъ, 
если только доказать одну общую теорему, относящуюся вообще 
до уравнешй^ въ которыхъ ко8ффиц1ентъ при высшей степени 
неизв'бстнаго— единица. 

§ 65. Теорема. Дйно уравнен{е 

ос^'^а^х^'^^'^а^х^'^^-*' .... -*-а 1 х^а =0^ (57) 

п которомъ а^у а^, о^, .... а цгьлыя Гауссовы числа, а у. ц1ьло€ 

Г" 

полооюгипельное чисАО\(,нсрни $того уравненгя а, |3, у, 8у... ^, г)»'.^ 
Пусть ^~Да, |3, ^у.>.'Г1у О мгькото^^ал функцгЯу гиьлаяи съ цгьлыми 
коэффицгентамщ всгьхь или нгькоторыхъ корней уравненгя (57). Ес- 
ли г равно рацгональному Гауссову числу (т.-в. числу вида а-ь&«, 
гдгь а и Ъ дпйствишельныя ращопальиыя числа)^ то это число 
— цп>лое Гауссово число. ' ' 

Доказательство. Будемъ всячески за^']^нять бдсГй корни 
другими въДа, |3, "у^.-лг), ^. Пуств е при такйхъ завйнахъ однйхъ 
корней другими получитъ различныя значешя: в\ ^\ 1/'\.... Ооста- 
внмъ уравнен1е 



( 



{х-^^^){х—1!){х^^'){^х—г'''\...=^'^Ь 

Боэффищенты Ь^^ Ъ^^ Ь^у—^п ^1^^ симметричныя функщи корней 
я, ;е^, е^', /''у..., а следовательно симметричныя функцш оц ^ у^4... 
^,7] и ^; а потому эти коэффищенты, выражаясь ц'Ьлыми фуакщями 

^19 ^<1 ^г*«*^и' ^ТДУ^^ъ ц'Ьлыя мнимыя числа. Пусть ^^=^-ъ9 тогда 

.1 >,. 4}г '!( , 
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т.-е. дробь равна ц^оиу числу. Итакъ г равно целому числу. 
§ 66. Для получен1я различннхъ корней уравнешя хЛ^=Л мы на 

СТР..П4 226 «р». дробь ^^ . арю,и. { .с« ,..«». р.д. 

(45). Но можно эти же корни получить, если вс^ числа ряда (45) 
умножить на 1-1-1 и приравнивать ^ числамъ новаго ряда, ибо 
тогда вместо (45) опять получимъ полную систему вычетовъ по 
модулю а-ь&ф, нечетному и первоначальному. Д&хить 2ю(1ч-г), а 
не 2(0 на а-^-Ы представляетъ выгоду въ томъ отношеши, что 
мгда можно приравнивать ^ членамъ любой полной системы вы- 
четовъ. Изображеше вс^хъ корней уравненхя о; 17=0 по послед- 
нему способу распространяется и на случаи, когда или агсО, 
илк':Ь=ьО. 

Будемъ для краткости называть черезъ т число первоначаль- 
ное, нечетное, будётъ ли оно вида а-^Ы, или а, или Ы, Поло- 
жимъ 

Пусть р^=Щт) и д такой первообразный корень модуля т, что 

д^^^^^=г[шоЛ.т). (58) 

В((% корни уравнен{я {7=0 выразятся такъ: 

згп'атЬ, ш'атдЬ^ згп'ат д%....8гп'аш д^^^Н. 
Составимъ сА'Ьдующую функц1ю этихъ корней: 

Р{Ъ)=8гп'ат Н. згп'атдН. згп'атд^Н . . ш^ат д^^^ к. (59) 

Разсмотримъ н'Ькоторыя свойства этой функщи. 
Всл^дствхе сравненхя (58) им^емъ 

этот д^ А=г агпат д Пщ 8%ц ат ^ Л~- — зтатд А, 
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. , ?^1>— 1) 1-е, . . , аг 

зтат д Аг= —г 8%п ат д А. 

Отсюда слЬдуютъ ;^ва главныя свойства функц1и Р(А). 

• ■ « 

; 2) вт'ат А. ^т'ашдк^ згп'атд^ь ...... 9^п'атд^''^Н 

=1\П) 1\д^^^^%)1\д^^^'^%)Р{д^^^'^^^^^ 

Но прои8ведсн1б всЪхъ корней равно последнему 9лену уравне- 
111Я [/=:0; сл'бдовательно 

ад*=(-1/^^"^^""1л. (60) 

* Если п первоначальное Гауссово чнсдр, сравнимое съ 1 по 
модулю 2 н2г, то изъ равенства (55) и сравнен1й (56) сл']Ьдуетъ 

г" 8гп'^^%щ1=8гп'ат п1 • п ДО, (61) 

гд'Ь Т{1) Ц'Ьлая, съ ц'Ьлшси комплексными коэффищентами, фунвщя 
ш'аш I и зт'ат Ы. 



{(Р-^). 



Положимъ въ равенстве (61) ^=А, дЬ^ д% д^ к и пере- 

лножинъ полученные результаты: 

г*^^^""^^ад^^''^=ДпА)-нпЯ(А), (62) 

гд'6 Щк) ц^лая, съ целыми коэффищентами функщя корней^ ура- 
"внешя 0=0. Умножимъ об* части (62) на Р(А)': 

.-:(!»- 1)Хд^-) тп) + ^^щ^ '1\пк)^ пЩк)1\к) ^ 

Цусть п^^ {тос1. ш); тогда Р{пк)=г^ Р{к). Пользуясь равен* 
ствомъ (60) и обозначая, ради краткости, Щп) черезъ г, можемъ 
написать: 



— 986 ~ 



Первая часть этого равеаетва—цЬдое число; сл'Ьдовательпо ЩЬ)1\Ну 
— ращональное Гауссово число, а следовательно, всд-Ьдствхе посл'Ьд- 
ней нами доказанной теоремы, — ц'Ьлое число. Поэтому вмъсто по- 
&|1'Ьдняго равенства полу.^имъ сравнен1е съ модулемъ п; такъ какъ 
т не делится на /г, то об% част^ сравнен1я можно будетъ раз- 
д'Ьлить на т. и тогда получимъ 



■ •; ".':■'.: '■ < • .' ' ! 



Всшж^ивъ, ^то но опреД'ЬлЫю символа Эйзенштейна 






\^\Л^^'^)^ *'' = **^*"^^^|т1 ^^^^•^)' 



мр^^мъ, цр^в^е^е (63) заменить равенствомъ 

Если пит сравнимы съ 1 по модулю 2-ь2г, то прсдъидущее 
равенство упрощается: ' 

Достаточно было бы вывести законъ взаимности въ посл'1днемъ 
^идЪ, ибо всегда вбпросъ можно привести къ случаю ' 



' § 67. На свбйствахъ лемнискатныхъ функц1й не только осно- 
вана те(^р!я бйквадрк^^ичныхъ вычетовъ, но еще друг1я числовыя 
гёй^ейи^ Между 1^4кики теоремами особенно ваа^на одна теорема 
Гаусса. Э^^а теЬрёйй ' 'д{1ётъ о^ёнь зам'Ьчательный способъ разло- 
жен1я первоначальнаго числа на два квадрата. 

Если вторую часть рЬмяства (55) < представить йъ вид% без- 
конечнаго ряда (51), то легко зам'Ьтить, что на т=а-1-Ь^ делятся 

не только коэффищенты с,, с,, Сд, Ср^^^ но и Ср 4-4» ^р4^§^ 

Ср^12, а(1 шбт1ат. Это сл'Ьдуетъ изъ того, что знамена- 

п^дь им^етъ видъ 1-^1п^. Итакъ только одинъ коэффиц1ентъ €„ 
не длится на ш. Будемъ въ этомъ параграф'^ полагать 
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тг1 {то4. 2ч-2«). 
Мы всегда им^мъ 

у=^=е^:^^шР{х), (66) 

гд'Ь Р{х) безконечный рядъ съ ц&гами коэффищентахи передъ 
степенями х. Если помножимъ об% части равенства (66) на Г, 
то, очевидно, коэффищентн при 01^ ъъ х11 и въ У{СрХ^'^тР{х)) 
должны быть равны между собою; следовательно, если А ж В 
ц^ыя числа, 

1=Ср-нт(-4-1-Вг) или Ср=1 {тйд,. т). 
Въ разложенш же ^ вс% коэффиц1енты будутъ делиться на ш, 

ибо -г- {х^):=рх^'~ \ Поэтому выражеше 



1 ау_ У1-у' 

шЛх /у/1. 



развернутое въ беаконечный рядъ по восходящимъ степенямъ х^ 
будетъ имЪть ц^лые комплексные коэффнщенты передъ степеня- 
ми X. Развертывая \/(1 — у^) : (1— о;'} съ помощью бидо|[а Ньюто* 
на, получимъ рядъ, состоящ1й изъ членовъ вида 1х^*у^^^ гд'Ь $ и 
г ц'Ьлыя числа; а I дробь, знаменатель которой есть некоторая 
степень двухъ. Заменяя въ посл^днемъ ряд'Ь у черезъ о^-*-тР(х)^ 
мы получимъ члены, д&Еяпцеся на т и не д^ляпцеся на т% Такъ кавъ 
знаменатели суть только степени двухъ, то члены, н^ дЪлядцеся 
на т, будутъ г6 же, что получаемые при развертываши 



>/^ ^ ^(^ ^^^>. 



Отсюда видимъ, что 



1^^(1-х')>-^«,яи, , т 
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гдф Щх) бевкояечнБгй рядъ съ ц'Ьлыми комплексными коаффшцен- 
тами передъ стененями х. Вм^то равенства (67) можемъ на* 
пнсаггь, полагм р:=:^тт'^а'*'Ы){а — Ы), 

Коэффищентъ при а^'^* въ дервоЙ части равенства (67'), очевид- 
но, сравнимъ съ т' по модулю т; въ выраженшже (1-^-10?^)* 
коэффищентъ при а^^* будетъ 

_ (-1)»-"(|<Р-')) ' 

г 

=(-1Г ' г^ . (68) 

: 2. 4. 6.... ^^р-!) 

Отсюда видикъ, что 

, .. 4(р_1,(1»-1К|>--3)...^(;)-ьЗ) 

ш'=а— 6«=(— 1Г т-^ (тоЛ^а^-М). (69) 

' 2. 4. 6..«^(р— 1) 



1\. 



Покножинъ об'Ь части сравнен1я (69) вйа—Ы] тогда получимъ 
сравнеше. .(« 

(о — Ы)*^(а — Ы)Г {тоЛ. р), 

откуда .■ ,., . .,., , 

а*—Ъ*=аГ {той. р), 2о6=6Г {тоЛ. р). 

Такъ какъ р число первоначальное, то последнее сравнен1е 
можно сократить на &, и ^огда цолучаецъ 

2в^(-1)* '-^ р= (то(1. р). (70) 

2. 4. 6.... 1{р—1) 



агаго яафаграфа; 4М1а б1иж ддва П|уссокь шыош|^ ияри! «ся 
ТЬеопа гебЕ&ошт Ь^^1иД?1^копшI (2-ок юкь моште собрмш 
еочнвенШ). Сравнеше (70) ддегь шшъ способъ рааюжета пер- 
вмашхьваго чш€мж ре:^4я ^1 вж дм ввадрвтж. Тшаъ же, гд^Ь вв- 
ведевж 9та зан^итежьвав теорешв, првведсвж Гауссомъ лр1пя, 
бо^^е удобвжа дш втвсдевШ, форжудв. 

Нвзова» €% Тжуееошк 
череп ^ провзведев1е 1. 2. 3. 4 ^(Р — ^)> 

череаъ г 11ровзведев1е тСр-^З). ^Ср-ь?) ^(Р — •^)» 

4 4 л 

11 3 

черезъ 8 провзведен1е 2^-^!)- 2^-^^) 4^Р— ^)» 

черезъ I произведвв1е . 7(3р-ь1). т(31)-ь5) (|> — 1). 



Тогда прв р=8п-*-1 юЛежъ з^, 1^Е5 («мх?. р), 



;..-.» . • » 



прв р=8л -♦-б вж'Ьемъ }^ — /, >^^ -г-8 (вкк?. р); 

»^ 

въ обовхъ сдучаяхъ дг=в1 {$ш>Л. р). Но по теореме Ввдвсона 

дг8/^ — 1 {тоЛ. р)] сд^^доватедьво 

и»— 1) 



■ ♦..♦* * 



гд'Ь д первообразный корень модуля р. Помножимъ почленно по- 
следнее сравнеше на сравнеше (70): ^^ *' 

Л- 



Такъ какъ а* ьЬ*=р, то 6*=-^* (1ма(2. ;>). ТакъкаЧЛЙ 1^Л'Ч*уА, 
первыя между собою, то можемъ написать 

Ъ^ах \тоЛ. ^?); , 

тогда изъ предпосл^дпяго срав11сц1я подучимъ 
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а?=: ^д^~^\ (♦»««. р), Ъ^ ±<^^'*'~^^ (•»(>(*, р). (73) 

Ив» срюневШ (71) в (72) получаенъ 

21= ±г' {той. р). (73) 

Съ поиощ!ю форнулъ (71) н (73) Глуосъ вычиедшъ & н а Д1я 
таселгь, иеньшихъ 200, первоначальныхъ ж вида 4п+1. 

§ 68. Теорбму о вюшгаости бвввадратичвихъ вачетовъ^]ш выц- 
вели съ П0М0Щ1Ю некоторой функщи 1Щ^ которая обладаешь 
т^иъ свойствомъ, что четвертая степень ея отъ замены одного 
корня уравнен1я, отъ котораго зависитъ д^ленхе лемнискаты, дру- 
гимъ — не ивм^няетъ своей величины. Р(А) принадлежитъ къ осо- 
боку еенейству цивлпеговхъ фу^^кц^й^ д'Ькоторыя свойства ню- 
торнхъ(^рш?оддт«я ц дда э^й,,и для сл^дуюнк^й главы. . ,, 

Вообще ц1мслическс/ю фуикцгею первало парядт вырат^нШ: «г 

. ^ 1. . / 2(1-нг)(о . , . , . , 21 
8гп от п^=вгп от — — г^-, зт ат дп. от ат д% , 

п пофиорыхь д есть первообразный корень по модулю а * Ы, нагы- 
бается такая ц^ьлая^ сь ц^ьлымц комплв/с^оными цоэффгщгенщалШу 
фунштя этихь величш^в, котарс^ не измгьня^тъ своей величины 
при зам1М1ь Н череаъ дН. Такимъ образом1| эт^ фуцкцщ ха|ракте- 
рвзуется равенотвомъ < , <; 

'■ » • ' .' . • , . • • . . 

Си1ше:гричндя фуякщя корв^ уравнешя 17=0 (см. равен- 
ство (40)) всегда д&1ится на тп, если только не содержитъ по- 
стоянваго члена. Т^иъ же свбйетвомъ обаадаетъ и циклическая 
функщя перваго порядка. Доказать это свойство въ особенности 
важно для последующей гл^ы; это доказательство '^{)ёбубт^ ^^И-^ 
сиотр^нхя н'&которыхъ свойстве корней уравнев1я Г/==0. 

Уже было сказано, что веб корни уравнешя Ц=0 П(()лу4атся 

. , 2(1н-йй['*а) м, л л * ^ « л 

изъ формулы згпаш -^ ^ — , если дълать р.=0, 1, 2, 3, .р — 2. 

Возьмемъ любой корень згп'ат-^ ^^— ; тогда остальные ко^Уи 

в, . а-^ог 
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могутъ быть представлены формулою шат -^ •^. — , гдъ 



а=1, 2, 3, р — 2. Это ^ всегда ножетъ быть вак^нвно 

н^которыиъ нечетнымъ числомъ, д^йствительнымъ или мннмымъ, 
сравнимымъ съ д"* по модулю т^^а-^Ы. Итакъ всё корни полу- 
чатся нзъ одного умножешемъ аргумента на нечетння числа; 
следовательно вс% корни выражаются ращональными дробями, в^ 
которыхъ числители и знаменатели— функцш любаго л^орня. Бели 
и>^^^ и и> два корня, то 

гд'Ь Д^) и /) {и}) ц'Ьлыя, съ целыми коэффищентами, функцхн чс^Л 

Пусть ^)\ 1х^\ г(/'\ го^у остальные корни уравнения ГГгьО 

кроме к;; тогда можемъ написать 

/;м/;к)/;(^")/;(0 ' 

Въ этой дроби знаменатель есть симметричная функц1Я кориё1 
СГ=0; следовательно знаменатель есть некоторое целое чмело^. 
Замечательно, что это целое число не делится на т. Действи- 
тельно, постоянный членъ /)(гг) есть 1^ ибо доказательство, по- 
мещенное на странице 228, того, что &о=1} верно и для т со- 
ставнаго; симме'^ричныя же функцш корней уравнетя СГ=0, не 
содержащ1я постояннаго члена, какъ целыя функщи ковффищен- 
товъ урюнен1я 27=0, делятся на т. Итакъ ^^1 {тоЛ. т). Функщя 

П{?^Ш^'Ш'^")Ш'') 

I 

есть сцврсетричная функщя всехъ корней 17=0 кроме ге;, а по- 
этому выражается целою функщею корня V). Отсюда заключа- 
емъ, что 

Показатели степени ?г берутся черезъ четыре, потому что ({гс), 
/\Ы)7 /1(^''')> /1(^"')> содержать а^, ги\ %о'\ ...... только въ 
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стеаеняхъ^ показатели которыхъ кратны четыремъ, а уравнев1е 

?7=г0 им^етъ корнями го\ го''\ 1ю"\ ги'"\ Числа *, а,, 

а,, о», а^з» — Д'Ьлыя Гауссовы. 

Итакъ вс^ корни уравненхя СГ=0 выражаются ц'ккою, но обык- 
новенно съ дробными коэффищентами, функщею одного изъ кор- 
ней, при чемъ знаменатели коэффищентовъ не содержать мно- 
житель т. 

т _ 

Обратимся теперь къ циклической функщи корней Р{Л). Эта 
функц1я можетъ быть всегда выражена черезъ ц'Ьлую, съ дробными 
коэффищентами, функщю одного изъ корней уравнешя 17=0, такъ 
что 

„.,. , I. • # 2^(1 ьг)со . 21{1^г)ы 

Г{к)=^Ь^^Ь^ 8ш ат —^ — §- Ь^ згп ^ат —^ ^ - »- , 

ш ш 

гд* <— ц-Ьлое Гауссово число. Будемъ зам-Ьнять I черезъ 1, д, ^*, 

9^у 9\ 9^^' и сложимъ результаты. Такъ какъ циклическая 

функц1я для всЬхъ корней им'Ьетъ одно и то же значенхе, то по- 
лучимъ 

члены, содержащхе корни въ степеняхъ, высшихъ р — 2, предпо- 
лагаются уничтоженными съ помощш уравнен1я 77=0. Но Хм;, 
^ю^у 1x0^ у . . ., какъ симметричный функщи корней, равны ц'Ьлымъ 
числамъ, д']^лящимся на ш. Итакъ Р{к) равна рацюнальному числу; 
по теорем-]^ же страницы 232 она равна цЬлому числу. Итакъ 
всякая циклическая функщя корней уравненхя {7^0 равна ц'Ьлому 
Гауссову числу. 

Положимъ />о=0 и разсмотримъ, каше знаменатели могутъ вхо- 
дить во вторую часть равенства 

По услов1ю Р{}1) есть функщя, съ ц'Ьлыми коэффищентами, корней 
?7:=:0; поэтому въ Ь,, 6^, Ьз)- входятъ только т* знаменатели, ко- 
торые входятъ въ ц^лыя функщи, опред'&ляющ1я и)\ %о'\ и/". . . . 

1в 
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черезъ ги. Но доказано выше, что эти знаменатели не д']^лятся на 
первоначальное число т; также р — 1 не д'&штся ыа Ш] выраакен1я 
же 2гг;, 2ге;', 2г(;^, . . . . делятся на ш. 

Всякая цгьлая^ сь гиьлыми коэффицгентамщ циклическая функцгя 
перваго порядка корней уравненгя 17=^0 ^ не содержащая члена не- 
зависимаго отъ корней, равна цгьлому числу^ дгьлящемуся на т. 

Если функщя Р(1г) ц'Ьлая функщя, съ ц'^лымн (Гауссовыми) ко- 
эффищентами, корней уравнешя ^=0 и если она обладаетъ свой- 
ствомъ 

Р{дП)=-Щ), Р{дЩ=Щ), 

т 

то такую функщю мы будемъ называть циклическою втораго по- 
рядка. 

Составимъ функщю 1'{к)1\11у, гд-Ь Р(А) функщя, определенная 
равенствомъ (59). Функщя ДА)"-5'(Л) есть циклическая функщя 
перваго порядка; следовательно 

ц'Ьлому Гауссову числу, откуда 

^^(Й)«Р(А)''=^^^Р(А)^ еш, з=(— 1)^^^^^^ Г'. 

Но Р(К)' также циклическая функщя перваго порядка, следо- 
вательно также ц^лое число; ^ потому I делится на т, ^=^1т. 
Отсюда сл^дуетъ 

Извлекая квадратный корень, получаемъ 



т.-с. циклическая функцгя втораго порядка иррацгональна только 

относительно \ ' /''т. 

Функщя Р(А) есть циклическая функщя четвертаго порядка. 
Вообще циклическою функцгею четвертаго порядка мы называемъ 
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такую 1тлую, съ цгьльши коэффищеитсшщ функцгю корней урав- 
пепгя 17=0 у которая удовлетворяетг одному изъ усм>вгй: 

Функцш Р^{Ъ)Р{^^У И Р^{Н)Р{Н\ очевидно, циклитесшя функцш 
перваго порядка; сл'Ьдоватедьно он'Ь равны цЪлымъ чисдамъ Ь' и 
<"; а потому 



р,{}1ур(ку'=г\ ж,{нур{ну=г\ 

Изъ посл^Ьднихъ равенствъ сл-Ьдуехъ 

1Р^ (Л) Ч 'т'=Г=1, ' 'т\ Р, (к) 'т=2Г '=1, '' 'т'\ 



Р,(Ь)=1:У/{—1У^''^^ %"т, 2^ДЛ)=</'У^(-1)^^^"^^ гт\ 

Итакъ циклическая функцгя чешв&ртаго порядка ирратональна 
только или относительно 



или относительно 



\/' \-1)^''-'и 



V 

т 



§ 69. Перейдемъ къ цикдическимъ функщямъ восьиаго поряд* 
ка, при чемъ будеиъ предполагать, что 

т=1{тос1.2-^2г)у р=Щт)~1(тос1. 8). 

Будемъ по прежнему ради краткости обозначать 

^^ 2(14-1)0. 
т 

СоСтавимъ дв'Ь функцги: 

згп'ат к згп'ат дЧь вгп'ат д^Ь вгп'ат д^^" ^}^=^(к)^ \ 

агп'атдкзгп'атд^к згп'ат д^к зт'атд^^^ *Л^Л(А), | 

16* 
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гд'Ь 8Х 4-1=1?, а д обозвачаеть первообразннй коревь модуля т. 
Изъ ^{Н) в В{Н) составвиъ дв% фувкщш 

д{к)-уВ{к)=8{к)^8{ЬЛ Я{Н)^г}В{к)=^(^^^ (75) 

гд% ^ есть н'Ьвоторый коревь уравнев]я х^=г. 

Такъ какъ 8{п'ат д*^к =г8гп'ат к (предполагаемъ д^^^ {та^. т)). 
то 

Я(дк)=В{к\ В{дк)=гЯ(к\ 8{дк)=В(к) ^^^{к)=^8{к), 

^(дк)=в{к)-^^{к)=^ц^{к)ч•г^в{к)\=^щк). 

Отсюда выводимъ, что 

8{дку=8(ку, 8ЪкУ=8^{ку. (76) 

Зам^тимъ кстатв, что ^ ш р суть два корня уравнев1я х*^^%^ 
и потому функщи 8[к) и 8^(к) могутъ зам^вять другъ друга; во 
если 8{к) нм4етъ определенное изъ двухъ значен1е, то &{к) 
равно другому значенш. 

Дал^е, ради краткости, мы будемъ иногда писать 5, в', (?, /?, Р 
вм*С10 8[к\ 8\к), (?(*), Д(А), Р[к). 

Изъ 8^ 8 л Р можно составить циклическхя функщи лерваго 
порядка; эти функщв, наприм4ръ 5*Р^, Я'*Р', 56' Р, также какъ 
и 1$*, Я^*, равны числамъ вида Л-^В]^ гд'Ь А VI В ц%лыя Гауссовы 
числа. Это сл'бдуетъ изъ того, что з не изм'Ьняется при зам'Ьн'Ь 
к черезъ дк\ поэтому, если предъ0дущ1я функщи не изм'Ьняютъ 
своей величины отъ зам'Ьны к черезъ дк, то неизм'Ьняютъ своей 
величины отд'Ьльно яасть, независящая отъ^', и часть, содержащая^'. 
Вообще, если Р{дкуг)=^Р{куг)у гд* а неопределенная величина, 
то Р{куе) называется циклическою функщею перваго порядка; 
коэффищенты при различныхъ степеняхъ ^ въ Р{к,1г) будутъ цикли- 
чесшя функщи. перваго порядка, т. -е. Ц'Ьлыя числа (мы полагаемъ 
Р{к<^г) ц'блою, съ Целыми коэффищентами, функщею г и корней 
уравнен1я 17=0). Понятно, то же останется в'^рнымъ и въ томъ 
случать, когда г зам^Ьнимъ ирращональнымъ числомъ ]\ поэтому 
то мы и функщю Е{к^) вазыгаемъ циклическою. 
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Разсмотримъ три функщи: 8*Р*, Й^'Р*, 5^8'Р. 

Г*^=^т\Р^ д'Ьдится на ут\ Такъ какъ Я^Р* равно числу вида 
Л-^-В]^ гд^ Л в Л цЪлыя числа, то оно делится на ш и им^втъ 
видъ т{и—2у). Также /У^Р* им'Ьетъ видъ т(кн-2^;). Наконецъ 



8'8''Р'=т\и'н^Щ 



откуда сл'Ьдуетъ 



(5УР)-^=т(к=-»-4|). (77) 



Что касается до первой степени Я1УР, то им*емъ 

« 

88'Р=(д^^]В)(д^^В)Р=Р(д'-4-гВ'у, 

изъ посл'Ьдняго равенства заключаемъ, что 6^6>'Р есть Гауссово Ц'Ьлое 
число; а потому 1п{и^-^4г) должно быть квадратомъ Гауссова ц'Ьлаго 
числа; т.-е. 1*'-1-4г=тг;*. Итакъ 

8'Р'=т{и-2у), 8''Г=т{и^ 2у), 88'Р=тг, !««-• 4г==т«;«. (78) 

Мы видимъ, что /8^ и '8^ не могутъ равняться нулю^ ибо коэф* 
фищенты при ^ въ 8^Р^ и ^'^Р' равны ^ 2тг. 

§ 70. Бол'^е подробное знакомство съ функц1ями )$ и ^^ тре- 
буетъ знан1я свойствъ чиселъ вида Л-^в}^ гд^Ь А ж В Гауссовы 
ц^Ьлыя числа. Теор1ею дтихъ чиселъ мы теперь и займемся на 
столько, на сколько дто необходимо для доказательства закона взаим- 
ности вычетовъ 8-ой степени. 

Новыя комплексныя числа, которыя, ради краткости, будемъ на- 
зывать Эйзенштейновскими числами^ мы будемъ разсматривать не 
какъ множители обыкновенныхъ ц1Блыхъ чиселъ, а какъ множи- 
тели н'Ькоторыхъ Гауссовыхъ чиселъ. Поэтому сопряо§сенними 
для насъ будутъ ц-Ьлыя числа Лч-Р;и-4 — В^, Произведете этихъ 
двухъ чиселъ^ -4* — е'В*, будемъ называть нормальнылгь произведем 
нгемъ числа Л-^В^. Число комплексное Эйзенштейновское будемъ 
обозначать и иначе, а именно: ({з)=^а'^Ь^'^сз^-^й]^у гд'Ь а, Ь, с и 
А действительный, ц^лыя числа. Въ такомъ случа'Ь 



— 246 — 

нормальному произведешю /'{^). Нормою же /]^'), ^/0), будетъ 
ЛЛА? ')> ибо это есть норма въ смысл-Ь Гаусса; норма ирращональ- 
пая. Также /О0/'(?^)=^Я^'')- Наконецъ нормою нормальнаю про- 
изведенья Из) будетъ 

Во всякой теор1и комплексныхъ чиселъ очень важную роль иг- 
раютъ комплексный единицы. Въ теор1и Эйзенштейновскихъ чи- 
селъ должно считать единицами так1я числа, нормальныя произ- 
веден1я которыхъ равны Гауссовымъ единицамъ, т.-е. или>ь1, или 
— 1, или г, или — г. Поэтому очень важно знать всЬ р'Ьшенхя че- 
тырехъ уравнен1й: 

х^ — гу*==-|-1,или — 1, или {, или — г. 

Для этого достаточно найти вс4 рЬшен1я уравнешя х^ — »У*=1) 
ибо умножен1е на степени ^ всегда дастъ изъ р^шешй посл'Ьд- 
няго уравнен1я всЪ р']&шешя остальныхъ трехъ уравнен]й, опре< 
д'бляющихъ единицы. 

§ 71. Уравнеше а?*— гу^=1 есть частньй случай уравнешя 
1^ — !)«*-— 1, гд4 1) какое нибудь Гауссово ц4лое число, только не 
квадратъ. Теор1я уравнешя <*— 1)и*=1 намъ понадобится въ сле- 
дующей глав^; а потому изучимъ ее зд^ь. Изучивъ общШ во- 
просъ, легко пврейдемъ къ частному. 

Лемма. Если а обозначаешь цррацитальное, мнимое количе- 
ство, то всегда можно найти безчисленное множество цтьлыосг Гауе- 
совыхъ чиселъ х и у, удовлетворяющихъ неравенству 

^^^-<^У)<Щ^ • (81) 

Доказательство. Докажемъ сначала^ что всегда мож- 
но найти два Гауссова ц'^лыя числа х т у, для которыхъ 

Щх-ау)<Л, (82) 

гд'Ь А произвольное положительное число. 
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Пусть п цФлое положительное число, для Еотораго 



2п 



-^^ 0^2 7 



И 7] мнимое количество, у котораго вакъ часть, независимая отъ 
ц такъ и коэффищентъ при г содержатся въ ряд'Ё чиселъ: 

— л,— (п— 1), —{п— 2),....— 2,-1, О, 1, 2, 3, л— 2, л— 1, п. 

Мы видимъ, что У) можетъ им'Ьть (2п-н1)^ различныхъ значетй. 
Для каждаго ивъ этихъ (2м +1)^ 8начев]й V] можно найти соот- 
ветственное ц^лое Гауссово число ^ такое, что въ С — в>) и ко- 
эффищентъ при I, и часть, независимая отъ г, положительны и 

мен^е 1« Пусть р^г- и д г- обозначаютъ наибольшхя кратныя — , 

содержащ1яся въ двухъ частяхъ числа ^ — ау). р т^д^ жл^тгь одно 
изъ значешй: О, 1, 2, 3,....2п— 1; следовательно различныхъ си- 
стемъ р Е ^ будетъ 4п^ между т^мъ какъ ^ — аУ1ИМ'6етъ (2л-1-1)* 
значен1й; поэтому хотя одна изъ системъ р и й повторится два 
раза. Пусть же для ^— ау) и ^' — а>]', р я ^ им-Ьготъ одинаковыя 
значен1я; тогда въ выраженш 

X — ау=^ — аг^ — ^'-на/)' 

абсолютныя величины действительной части и коэффицгента при 
I менее ^ ; а потому 



Щос—ау) 



1 



2п 



« » 



следовательно 



Щх—ау)<^А. 



Разсмотримъ теперь у—г^-^т^'; очевидно, действительная часть 
и коэффищентъ при г въ этомъ выраженш имеютъ абсолютнгая 
величины, не превышающ1я 2п; следовательно Щу)<8п\ откудч 

Щх-ауХ ^ 



Щу)' 
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Такимъ образоиъ доказано, что всегда можно вайгти по крайней 
м-Ьр* одну пару чиселъ ж и у, удовлетворяющихъ услов1ю (81). 
Легко доказать, что паръ чиселъ сг и ;(, удовлетворяющихъ (81), 
безчисленное множество. Вообще для даннаго п съ помощ1ю 
нредъидущихъ вычислешй можетъ быть найдено н'Ьсколько раз- 
личныхъ величинъ Щх — ау), удовлетворяющих^ усдовхямъ (81) 
и (82). Пусть наименьшее изъ такихъ Щх — ау) равно числу А'-, 
тогда, повторяя съ А' т'Ь же разсужден1я, что д'Ьлали съ А^ най- 
деА1ъ одну или н'Ьсколько новыхъ системъ значешй х й у^ удо- 
влетворяющихъ (81); при дтомъ 

Щх-ау)<СА\ (83) 

Назовемъ наименьшее изъ найденныхъ N{x — ау), удовлетворяю- 
щихъ (83), черезъ А"; тогда ищемъ х е у, удовлетворяющ1Я 
неравенству 

Щх—ау)<:А'\ 

И такъ дал'Ье. Такимъ образомъ лемма доказана. 
Изъ элементарной алгебры известно, что 

гд*]^ корни берутся положительными и гд']^ г и ^--кашя нибудь 
мнимня количества. Положимъ, что г=.х—ау, 8=:2лу] тогда 



у^Щх-^ау) й \/Щх—ау) -+- \'К{2ау). 
Принимая же въ разсчетъ неравенство (81), получаемъ 



\/Щхн-ау)<2\/Щау) 



ч- 



\/Щу) 



у/Щх*—а*у*) < 4V'^V(а) 



Щу)' 

Но у есть цЪлое Гауссово чис^о; следовательно Щу)^\', а потому 

\/Щх'-аУ) < 4 { \/'Ща)-*- 1 } . (84^ 
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Мы видимъ, следовательно, что для всЬхъ х я у^ удовлетворяю- 
щихъ (81), Щх^ — а^у^) всегда мен'бе яЪкотораго постояннаго 
предала. 

Прйм'Ьтиъ поея^дай* результатъ къ случаю а^^Ю съ ц^1ю 
доказать, что* у ураваат 

есть Ц'Ьлвя решен1я кром'Ь ^г= =ь1, |«г:0. 

Пусть * и у удовлетворяютъ (81). Такь какъ х* — 1>у* ц*лое 
Гауссово число, норма котораго менЪе иввФстяаго предала, и 
число различныхъ х ш у безконечно, то всегда существуетъ н^* 
которое Гауссово цЪлое число 2, которому . х* — 1)у^ равно без- 
численное множество разъ. Системъ Гауссовыхъ чиселъ а м Ь^, 
не сравнимыхъ по модулю/, какъ изв']&стнОу ^({)^ а потому меакду: 
числами X т у^ удовлетворяющими равенству х^ — Ву^=1у всегда 
безчнсленное многество сравнимыхъ по модулю I, х — съ другимъ х^ 
У'-съ другимъ у, Положимъ же, что 

х=х' {тос1.1)у у=у' {тоЛ.1)^ а?' — 1^у'^=^} л;'*— !>«/"=/. 

Перемножимъ два послЪди10 . равенства: 

{хх'^ПууГу-П{ху'-хуУ^1\ 

Но ху' — х'у д-Ьлится на ?; следовательно хх' — 1)уу делится на I; 
поэтому величины 

^тдутъ целыми р^шев1яни уравнешя 

1*—1)и'х^1. (86) 

'. * 

Положвмъ к^О; тогда изъ равенств^ь. 
заключаеиъ, что 
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Такь важъ \^В ирращояажьно, то гагЬекъ отдЪ|ьно Х1= ^х% 
у^= ±2^"; это указнваетъ на то, что только огранжченное число 
системъ чиседъ я; и у даетъ ^= ±1, и=0. Следовательно ура- 
внеше (86) нхЪетъ цЪлня р1(шешя, отлнчнш! отъ {=: =^=1, ^»=0. 

Понятно, кавъ можно найти ташя рЪшешж: дли этого должно 
вм'Ьсто и брать всевовможныя числа, для которихъ нормы суть 
постепенно возрастаюпця положительння числа, могущ1я разла- 
гаться на два квадрата; для каждаго ивъ опхъ чиселъ составляемъ 
2)и^-ь1; когда 1н-Юи^ равняется квадрату, то получимъ ^ 

Равсмотримъ теперь, какая существуетъ связь между вс^ми р1- 
шен1ями уравнешя (^6) кром^ <= =ь1, 1^=0. 

ЗамФтимъ однако прежде^ что Щ-^их/В) не равно 1, исключая 
случай &=: =±=1, 1^=0 (подъ < и и мы всегда подразум^ваемъ р^ 
птт (86)). действительно, 

следовательно, если Щ1-*-и\^В)^=1, то Щ1 — «у 1))=1; 

Но легко доказать для всякихъ мнимнхъ количествъ г и $ ра- 
венство: 

следовательно 

Щ\/Ъ) — величина равная или большая единицы; I и и — ц^лыи Гаус- 
совы числа; следовательно предъидущее равенство требуетъ, илк 

1) чтобы и=0, <= =*=1, или 2) чтобы <=0, Щ\/'Щ=1. Первое 
предположенхе исключено нами изъ и8следован1я; второе возможно 
только тогХа, когда равенотао (86) обращается въ 

что не входить въ наше изследоваше, ибо В полагается не квад- 
ратомъ. 
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Еежв мы шцЬеыъ 

ЩЬ+и\/В)=Щ1'-*-и\/В), (87) 

ТО можемъ положить 

— ^Ц^=т-н.у1>, (88) 

гдЪ т и и ц'Ьлыя числа, 011ред^ляющ1яся изъ равенствъ: 

1=11'— Вт% и=1и'—1^и. (89) 

Легко видЪтЬу что т и и удовлетворяютъ уравнешю (86). Изъ ра- 
веиствъ (87) и (88) сл^дуетъ, что 

-г^(тч.иу^^)=1; 

а потому т= ±1, и=0. Итакъ, если удовлетворено услов1е 
(87), то 1= =ьГ, и= =*=и'; т. е. тогда р'Ьшен1я уравненхя (86) 
существенно не отличаются другъ отъ друга. 
. ВсЬ р'Ьшен1я уравнешя (86) длятся на группы по четыре р^ 

шешя, отлнчающ1яся знаками передъ I и и. Величина {-^и^В 
имбетъ для каждой группы четыре значенхя: 

5, —/=—1^и\1), -=<— иу5, — - = — г-ни>/5. 

д. А. 

УЦ-ь-их^В) для каждой группы им^етъ только два 8начен1я: 

ЩХ)='Щ1 ■^-иу1>)^К(-1-и\ 3), 

Мы будемъ называть осменаю группою рплиенШ ту группу, для 

которой та величина Щ1-%'и\/В), которая бол'бе единицы, есть 
наименьшая изъ всЪхъ такихъ же величинъ другихъ групдъ. 

Можно иначе характеризовать основную группу. Выражеше р-н - 
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увеличивается, начиная съ 2, если мы р увеличиваемъ, начиная 
съ 1; поэтому мы видимъ^ что для основной группы 

=2Щ) ^2Щи)Щ\^''3) (90) 

им'Ьетъ наименьшее значеше, исключая случай <= =ь1, и^=0. 

Зная одно рЪшен1е 1^ и уравяен1я 1^ — 2)и*.=1, отличное отъ 
^= =±=1, и=^0, можно, пользуясь предъндущимъ опред^енгемъ, 
найти основное р^шенге; правда, этотъ способъ, о которомъ-сей- 
часъ скажемъ, мало практиченъ. Пусть найденное нами р^^шеше 

(86) есть 1\ и и пусть Щ{''*'Ц\^В)=Ь\ тогда требуется найти 
всевозможныя р'Ьшенхя неравенствъ: 

Такихъ р'бшешй, очевидно, ограниченное число. I п и, придающ1я 
изъ всЬхъ этихъ р'ЬшенШ выражешю К{1)-^'Щи)К{\^Ю) навкень- 
шую величину и удовлетворяющ1я уравненш 1^ — 2)и*=1, дадутъ 
основную группу. 

Дал^^е всегда будсмъ обозначать черезъ Т л И такое р%шев1е 
основной группы, для котораго 

Цосредствомъ основнаго р'Ьшенхя можно найти всЪ р^шевхя I 
и и уравнешя 1^ — 2)г1^=-Л; для этого существуетъ формула 

ии\Ъ= =ь(Т-ьГ7\/1))^ (92) 

гд* п получаетъ всевозможныя ц-блын значен1я отъ —со до -♦-со. 
Почти безполезно говорить, что для опредЪленхя ^ и и должно 
отдельно приравнять рац1ональную и ирращональную части ра- 
венства (92). 

Чтобы доказать, что I ик щ опред'Ьляемыя (92), д'Ьйстмтельно 
удовлетворяютъ (86), перем'Ьнимъ въ (92) знакъ у \^В\ тогда 
получаемъ 
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{—и\Ъ = =ь(Т— С7\/1)Г- (92') 

Перемножая почленно равенства (92) и (92'), притемъ знаки не- 
редъ сЕобвахн беремъ одинаковые, получаемъ, что 

Довахемъ теперь, чтокром^Ь р'Ьшешй, заключающихся въ фор- 
мул* (92) *), н4гь другнхъ р'Ьп1ен1й уравнен1я (86). Пусть т и г; 
некоторая р'Ьшен1я уравнен1я (86). Изъ (91) заключаемъ, что 

7У(Т-ьСГу/5)*=о*. 

Тауъ какъ а>1, то отъизм*нен1я п отъ — сх> до -ьоэ с^* изме- 
няется отъ О до со; поэтому всегда можно найти такое п, что 

(7"<2У(т-*-иу/1))<о''+'. (93) 

В!Ь томъ елуча'Ь, когда берется знакъ равенства, мы въ т и и 
им'Ьемъ р'Ьшеше, определяемое формулою (92), ибо доказано, что 

равенство К(у~^\^\/ В)=К{1-^и\/ В) рлечетъ за собою т=г -ь^, 
о=± гДгц. - Пусть же въ выражен1яхъ (93) должно брать только 
знаки неравенства. Разд^линъ всЬ части неравенствъ {93) на с^ 
ш будемъ употреблять обозначенге 

тогда получаенъ 

1< ^(^-"^^^^ <У(Г^г7>/Д). 



Изъ равенства 






^п-^^п^^ 



легко получаемъ 



« ■ « I 



*) При л=0 изъ (92) оодучаеяъ ^=а :*=!, «=0. 
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':'=1^^—^^^и^, ^'=1^к^—и^1. 



Легко доказать, что т' и ь суть р^шешя уравнен]я (86). Итакь 
мы им^емъ р']&шен1е т', ь' уравнешя (86), для котораго 

1<2У(т'-*-и V -0)<-г^( Тн- 17 \/5); 

но это невозможно всл'Ьдствге оаред^лешя основнаго рЪшешя. 
Итакъ вс% р'Ьшен1я уравнешя (86) даются формулою (92). 

§ 72. Для уравнен1я 1^ — ш*г=г1 основное р-Ьшеше будетъ <=:|, 
и=1-н|. Следовательно всЬ единицы въ теорш Эйзенштейновскихъ 
комплексныхъ чиселъ выразятся формулою 

/е^=/[ё-ь(1ч-ОД\ (94) 

гдЪ [X равно восьми значен1ямъ: О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, а V есть 
какое нибудь ц'1лое число, заключающееся между — со и -ч-оо. 
Мы видимъ, следовательно, что единицъ въ Эйзенштейновской 
теорш безчисленное множество. Величину е можно представить 
въ следующихъ раздичныхъ видахъ: 



в=|-*.(1-ьг1;=(1ч^Г : (1-»)=,Х1^у/2)=(1~н7') : (!-;;•). (95) 

Гауссово число 1 — г разлагается на два множителя: 1-ь^и1— ^. 

Въ теорш Эйзенштейновскихъ комплексныхъ чиселъ 1+; зам^- 
нитъ Гауссово 1-ьг и обыкновенное 2; числа, деля1Ц1яся на 1-ь7, 
будутъ называться четными, числа же, сравнимый съ 1 по модулю 
1-н^, нечетными. Въ нечетномъ числ-Ь -4-ьВ;, въ которомъ Л шВ 
ц^лыя Гауссовы числа, одно изъ чиселъ А и В делится на 1 -*-1, 
а другое сравнимо съ 1 по модулю 1-*-г. 

Мы видели, что закоЕЪ взаимности биквадратичныхъ вычетовъ 
въ особенности просто выражается для чиселъ, сравнимыхъ съ 1 
по модулю 2-1-2г, при выводе законовъ взаимности вычетовъ вось- 
мой степени также есть числа, поддающ1яся легче анализу. Такое 
число можно всегда получить изъ всякаго нечетнаго числа умно- 
жен1емъ на комплексную единицу. Пусть Л всегда обозначаетъ 
часть, независимую отъ ^, въ нечетномъ Эйзенштейновскомъ числЪ, 
а В коэффищентъ при .;'. Изъ двухъ нечетныхъ чиселъ ДУ) н 
Ж^) одно непрем'Ьнно удовлетверяетъ услов1ямъ: 
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Л^1 (тоЛ. 1-ь$), ,^0 {тоЛ. 1-ь|). 

Одно изъ таселъ /"(У)? У/'О)? ^/0) и у1\у^ непрем-Ьнно удовлетво- 
раетъ 7Слов1ямъ: 



=1 {той. 2), 5=0 (тек?. Х-м), 

потому что всЪ Гауссовы нечетныя числа сравнимы или съ 1^ или 
съ г по модулю 2. Богда мы достигнемъ посл^Ьднихъ услов1й, то 
могутъ быть два случая: если В делится на 2, то 

А'^В^=1 {тоа. 2); 

если В не д'ёлится на 2, то 

44-5^=1 ч-(1—|> {ша. 2). 
Зам^тивъ же, что 

[1-+Л1-0][^'ьЯ1 ь {)]=3г -ь2(Ь|-ф', 
заключаемъ, что изъ восьми чиселъ: 

ЯЛ/ ЖЛ, Ш^ Ш)у Ф\ ©ЛЛ, ^е^и)^ гзе({з), 

одно (и легко сообразить, что только одно) удовлетворяетъ усло- 
В1ямъ: 

А=\ {той. 2), В^О {той. 2). 

Наконецъ всякое Гауссово число вида 1-ь2Х при д'Ьлеши на 
2(1-4-1) даетъ въ остатке или 1, или — 1; вътоже время — 1— 2Х 
даетъ въ остатке или —1, или 1. Поэтому, умноживъ, если ото 
надо, на — 1, можно всегда достигнуть, чтобы число А-^В] удо- 
влетворяло одному изъ сл'Ьдующихъ условШ: 

^=1 {тоЛ. 2ч-2г) при В=Л {тоЛ. 1-^2%)\ (96) 

А^ — 1 {той. 2-1-2г) при ^В=2 {тоЛ. 2-ь2*). (97) 

Числа, удовлетворяющ1я услов1ямъ (96), будемъ называть первич- 
ными первом радйу а числа, удовлетворяющ1Я услов1ямъ (97), пер- 
вичными втораго рода. 
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Перейдемъ теперь къ вопросу, пхлл первонашьныя числа бу- 
дутъ въ новой теор1и. Всякое Гауссово нечетное число умноже- 
Н1емъ на ? мо2Бетъ быть приведено къ такому виду, что оно сра- 
внимо съ 1 по модулю 2>-2г; такш числа, сравнимый съ 1, бу- 
демъ называть пе^^ичнытл. Гаусеоеьши числами. Первичныя Гаус- 
совы числа, сравнимый съ 3-1-2| по модулю 4, не мо1утъ раз- 
лагаться, если они первоначальны, на Эйзевштейновсше множители. 
ДМствительно, если бы такое первоначальное Гауссово число 
д^Ьлилось на Л ^-В/у то оно д'блилось бы и на А — Д/; но 

{Л^В^){А-'В^)=А'-^В'^^ {тос1. 4), 

если А^—гВ^ нечетно; последнее сравневге и доказываетъ невоз- 
можное! ь разложешя разсматриваемыхъ чиселъ на множители. 
Всл'Ьдствхе этого Гауссовы первичныя, первоначальныя числа, срав- 
нимыя съ 3+2^ по модулю 4, будутъ первоначальны и въ Эйзен- 
штейновской теор1и; эти первоначальный числа будемъ называть 
одночленными. 

Докажемъ теперь, что первичныя, первоначальный Гауссовы 
числа разлагаются на два множителя, если они сравнимы съ 1 по 
модулю 4; къ такимъ первоначальнымъ числамъ принадлежатъ и 
д-Ьйствительныя числа — 4п — 3, гд'Ь ^§0. Пусть такое Гауссово 
число будетъ ж; тогда Л^(т)=8А ь1. Пусть д такой первообраз- 
ный корень по модулю т, что 



э * 



д^^=г {тод. ж). (98) 

Но д^^—г=-{д^—з){(1^-^])\ /— ^ и д^^] не д-Ьлятся на т, а про- 
И8веден1е ихъ делится на т\ следовательно т разлагается на 
первоначальные множители^ такъ что т^=т^т^\ при этбмъ щ 
д|^литъ д^—з^ а т, д^^). Множители т^ и т^ — сопряженные. 

Итакъ первоначальныя первичныя Эйзевштейновсшя числа быва- 
ютъ двухъ родовъ: 1) одночленвыя, вида а-^Ъ^^-^^г (тоЛ. 4), в 
2) деучленныЯу вида а ♦-Ь;-«'(д[*-4-ф*'=Лч-1(/. 

§ 73. Мы не станемъ доказывать верность сравнешя 

Р{^)Р-^=\ (июс/. /0)), (99) 
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гд^Ь Р{^) ш ((з) чнсла первыя между собою, /*(^)— первоначально, 
а р^=Ш1/1з)^ потому что доказательство во всемъ подобно тому, 
которое мы употребили на странице 212. 

Для всякаго нечетнаго Эйзенштейвова числа /'(у) 

р=т1Ги)=1 {тоа.Ьу, (100) 

поэтому ^{ЛУ''^ — 1 всегда разлагается на 8 множителей вида 

гд-Ь (х=05 1, 2, 3, 4, 5, 6 и 7. Поэтому, если Р{з) и ({]) числа 
первня между собою и ({Ц) первоначальное, нечетное число, то 
всегда нм^^емъ 

Р(^)^^^~^^щ}^:{тоЛ.Г{з)). (101) 



Веяячи1ту ./'* Эйяенштейяъ обозяачаетъ символомъ 

..>■> ... 

Легко доказать, что {I первоначальное число) > 

Эйзенпттейнъ употреблялъ также символъ аналогичный символу 
Якобя: 

гд'Ь I, Г, У\ .... первоначальный числа, а к ч#сло первое съ 
1X1".... Символъ (103) и будетъ фигурировать вь ниже сл4^^уи)-^ 
щихъ язсл^довашяхъ. 

Легко также доказать, что еравнеп1е 



х'=Л'^В] {той. си В)), 
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гдЪ Сч^Ву первоначально и не д'Ьли'п А-*•^^ нн^Ьетъ всегда>р%< 
шеи1я, если 






Г . 



1, 



и т(^^кько въ этомъ случае. < 

§ 74. Сд^лаемъ теперь небольшое за11%чан1е относительно суммы 
степеней корней' у равнен1я ^7==6' с^фвнйцн 23^ Пусть 

а:=51Л от -^^ — , (1 04) 

• ■ • . 

гдф не мервовашльное нечетное Гауссово число, Ь Гауссово 
число, не делящееся на т; тогда 

. . Щ Ъх\.Ъх% .... 2:агР-\ (105) 

въ которыхъ суммы распространяются щ^^ рс% ](р|мзи уравверЦ) 
Т7=0^ кавъ симметричный функцш корней, будутъ равняться цЪ- 
лымъ съ целыми коэффиц1ентами фугапцямъ коэффиц1ентовъ 27=0; 
а потому вс% эти суммы (105) делятся на т. Возьмемъ теперь 2^" ', 
гдЪ опять сумма распространяется на вс% корни 17=0. Пусть 
ш^1 {тоЛ. 2 + 2$),* г . . .. \ • ч 



.^—11^1' «^ т> «•♦ ' -1-1? /гЯ^»- 

01. ,^ =* -'*^^^(р_в)* --■»|'^ . 



1 I 



/, • I • .' -И' ' II ■ Л-^ ■■ ■• ■ {(р^-«4() ! ■ ■■• , .-.1 / • • ■ . . . I . • . 

Въ правой стороне посл'бдняго равенства вс^^ члены кром% пер- 
ваго делятся ца т^; следовательно 



2а;Р""*^— (р— 1)п1=т {що^. т'). (106) 

« 

ЕСЛА а>0 1й ц^лое число^ то 



; I , ■ ' < » I .1 ; 



следовательно ^ягР"**^*' д'Ьлится ка т". 



' I 



. о ( 



- т — 

которое есть сл4дств1е первой изъ формулъ (7о)/ 
«Ве-В^лвфни уравнещя (7^0^|1о.гутау,ц9<^($ра8ить^я такъ-/^,.^^) 



<.• - 



и=8гпат'^ — — , (108) 

гд^ ^—первообразный V^о^9ш^^щ^^^ч^^V^9Ю\т^^дэЛ\ъ\Щ|ть^^^^ 
изобразить въ вид'Ь ряда (51), принявъ 

. , 2(1 ^-%*(о . , , 




[Шк Аул \\\\ К')1«к^;II.л^|•/.«^II')^^([ лммгп ^{;\ 
онлг/>гйн01;Лг,'> :ог.»нн ча^Лу. \)\\\{ / »; 1 ')!1м.ч:',<г (»'1иид;1т- )иИ1*м|11 и'\')1\[^ 

льем.- .1. мь.^:й^;||^ЛГ<!^^)?!^;.:•:^(^^Ж(..П мм,(<,Г11 .и:.0ГВ1 






11 

I 011' -янтм!!*) и\\ ,')кк щкУльч .1/г.1((ОТ 

у :=$гп? от т'К . у"=8гп'аш 1п'т"Н\ у'"=вгп'ат т'т''т''^к\ . . . 

1^ выражается рядомъ (51) черезъ Хуу*'—1!^шъже рядомъ, если о: 
зам^нимъ У ?^У^' ^Ийражаетоя черев» у'Чвг •^анъ^Дкл^в*^^ Очевидно, 
что посредствомъ постепенной подстановки можемъ у выразить 
4ё1^ёдп> X посредством<в^^^е8тнёчнаго ряда вида (51); при этомъ 

с,^''^'^ или д^'~'^^''''\тоа\ т)."^^ .мгп'ч»^.. 

Так* как*' ^унк1(тя (^--^<^*)»]Р*-4г«^ик1ичвскаяи«йрваго^\порядка, 
то при вычисленш этой функцш можно во вторыхъ частяхъ ра- 
венствъ (59) и (74) А заменить черезъ Ь\ Сд^лавъ такое Ч^^^ё()б-^ 
р«е|0ран1е, п^д^^та«м^> чь Лудащю ,№'— ^7?;}^ в*^^^ т* 
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рядв вида (51)у которое гаображажж жорнн «ереп г; тогда по- 
лупмъ равенство: 

^Ыд'дУ. . . . д^'-'-гдУд''. . . . д'''")дУдУ . . . .^•'"Х*^- ^); 



Будемъ въ предъвдупцй бевконе^шнй радъ вставлять вместо х 
разлитане корни 17=^0; тогда нолучшъ 

гдЪ суммы распространяются на вс1( корни уравнетяГМ).Въ первой 
части предпослЪдняго равенства у насъ ц'Ьлое число; следовательно 
безконечннй рядъ второй части при суммировати дасп цЪлое число. 
Однако при суммированш безконечнаго ряда могутъ явиться знаме- 
натели, которые потомъ сокращаются. Эти знаменатели^ очевид- 
но, т^ же, что получились бы, если мы вц^^сто безконечныхъ ря- 
довъ вида (51) подставили бы конечныя ц%лыя ^ункщи, объ ко- 
торыхъ говоридось на страниц'^ 240. Но тамъ же объяснено, что 
знаменатели у втихъ конечных^ выражешй не содерясатъ множи- 

телып. Съ другой стороны известно, что 1а?^"^ , Ъа^'^ , Е»^"^ ,.-• 
д-блятся на ш'. Сл1(довательно (формула (106)) '^ 



{р—1 ){^'-^Е')Р'=-Цр—1)т(тоа. Ъ*); 



•> \; 



ти^^^*-нВ*)Р'^тд^^* - '\*д*^^1ХшоЛ. т*); 



' »1 



ищ!*"-* - *^{гд*^^1)(тоё1. т). • (111) 

Зам^тввъ же, что 

внводнмъ 

и=-^2гд^тоа. ш),( ич^^^^=^-~^^^)(тоа. т). (112) 



— ами- 
на стравиц^^ 256 мы объяснили^ что д^ — ^ делится на т|^ а 
д^-^-) на «ц; поэтому можемъ написать: 

гд1Ь а ц&1ое число, большее нуля, а ^ и <'— сопряженныя Эйвен- 
ште&новы числа, не д&еяпцяся на т, и ш,. 

Иеъ (78) получаемъ 

ть'={и—Щ{и'^2г])—И:т''\ (114) 

следовательно а=2^+1, а ^— квадратъ. Тавъ какъ I п I' сопря- 
женная чйсЛа, то можно полож№ь 

и-^2<;=с«^^п,'^+ \ |*-ь2^=сУЧ '^^ '; (115) 

при атомъ 8 и а' изображаютъ Эйзенштейвовы ц^лия, сопряжен- 
ная числа, а е и е' — тав1я сопряженный Эйзенштейновы единицы, 
что ее' есть квадратъ. 

Ов1)ед§лт1^ теперь изъ формулъ (78) б^ и 6^; для этого вспом- 
нимъ, что для ^>^1 (той. 8) и т=1 (тоЛ. 2-4- 2«) 



>(А)=С^т; 
принимая въ разсчетъ равенства (115), получаемъ 

Намъ теперь предстоитъ узнать, что такое е и е' и каковы чис- 
ла »т/ и в^т^^^ который мы будемъ впредь обозначать черезъ 
1(1 -ь^)* и 1\\—оТ^ подразумевая подъ I и V нечетныя, сопряжен- 
ные Эйзенштейновы числа. Для того, чтобы исполнить это нам^- 

реше, выведемъ одну формулу, относящуюся до 81п'*ат ^ -^^^ 

. Т|иБЪ какъ 

* * ■ 

то легко выводятся слЪдующхя формулы: 
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»ч1 



(М?) 



Иаъ эткхъ формулъ сх^кхувть: 



#*^ » - 



(*:4>^»'«^2?«1я'ашГ1^|>^1-^^ - (118) 

Поетаввиъ в^Ьсто / велияян? 

ж 

-Г 

тогда дг, аг^г^'я'ат ?< я а;^=5т'|||м(1 -^1)1 б)др'ь. хоршкя уумце* 
01Я Г/=0. Поинохимъ о&Ь части равенства (118) на всЬ корнв 

гд^ X' есть некоторая цЪлая съ ц'Ьлыми кЬдффл(1ётМШ11 фуйс- 
ц1ягшюрвей /ураввев]я ^^И). Но. дф|^ва1ааьр#|е, тчши^г щщщ ио- 
дагаемъ сравншшмъ* съ 1 ло мс^дудю 2-^29&сл1(до^а9;а1ад9 а^.е^ 

1.-на:*=2(1+,0^, (119) 

гд* X такая »е ^щщ, |сакъ и,^;..,,^^^ ,^ .^ ,^.^ ,., -^«гпп.чп 
Для краткости письма будемъ употреблять знакъ сравнешя въ 
тйхь случаяхъ, ,»опщ и/Ь^м^ съ цфлнш во1^ффр11|^та1|и, функщя 
корней уравнеи1я 11=0 умножается на модуль сравнен1я; такимъ 
обравом'Ь^ е1ели 1 и !>'' суть цЪлая^съ ц^нхн коеффвцтпИми, 

Н'''М|;п') . !. ' »,-.н ' ?: * ,п (>11 гг.п;1м7. »; :'«•: . \- ' ' : '^ц < Г1\ 
'•^'•- •>'♦ < • мят .И1''^; рь./у^Х» (^^ЧСи* 1^0 «иг ' п !п^п ! Л1ЧЧ »1*1(^пМ/ 

значить ^^ькоу шро<>кюфф|Щ1вшг|;|> 2#^11|}п4^яхся1 й1^^'№.100^}«(М^ 
X и /у оказываются, вслЪдствхе какихъ нибудь соображенШ, ра- 
щональными числами, то, по теореме страницы 23^^^ы]^]1кёше 
(120> дЛла^тся о^мкловеяццм'ъ^рро^щем,^. , . т и 

Допуская такое употреблен]е знака сравнен1я, можемъ равен- 
ство (119) написать так^? ' " " ^'^^м и ь мм.нын и.н'* 



I м 
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,(п''ат №±^ =а -1 (тоЛ. 2-»-2»). (121) 

Наидеиъ теперь наивысшую степень 1н?-|, на которую длится 
1$*^ а также, съ ^мъ сравнимо ^$I^ если за модуль возьмемъ еще 
бол^ высшую степень 1 -%-и Изъ равенства 8=^ — ЦЕ сд']&дуютъ 
сравнешя въ новомъ смысле: ' - ' • :!^'' 

д'—гЕ'=8' {$Ш>а. 2), 8'=^''--В'—2^^'Е' {тоЛ. 4). 

НОу всл'1дств1е сравнешя (121), • . * ,> 

д'^В'^{'^1)^ {тоЛ. 2-ь2«); 

^р1*д^|п;едьи9.., 

8'^2Г {тоа. 2-ь2|'), в»^4Р*==г4|л (|пос1. 4-*^4|). '{128) 

Последнее еравнеше — обБпсновевное; изъ него заключаемъ, что /$' 

дЪлмтся на (1-ь;У. Частное отъ д4лен1я 5* на (1-н^У — нечетно. 

Изъ пр^дъидущаго сл^дуетъ: ' " '* 

м 8т,^^1(1^у), в^т,^^{1ЧУ (123) 

Что касает<ш до единнцыьсу!' то мы можемъ огра^гичитьоА {(аэ- 
р^шетемъ вопроса,.* какой изъ четырехъ единицъ. 1, ^*, в 1Л ^ 
ра^^^;вдмница 4) ибо ве^ остальныя единицы получатся у ммоце- 
шемъ этихъ четырехъ единицъ на квадраты; при этомъ вс/Ь квад- 
ратные множители мы относимъ къ 2^ Пусть 



<1 «1 » ».«|.1 !, 



«-2у=(1-»)(о^|3», ^=«(1 к г). 

Докавано выше^ что а нечетное число (ср. равенства (115) и 
(19?)), т. ей .9;^1. 9ЛИ г {тос1, 2). Если а^1 (тоЛ. 2), то . ,; 

"»'• ^ V— р^^г(*-^(1ч 1^)=«в (тоЛ. 2)Г 

если а^ {то(1. 2), то 

а — р^=г'*-(1н-г);=в (той. 2). 

Но е=(1-*-^)*: (1 — г); сл-Ьдовательно 



« < ' .« 



: 1 . • . 



г|'1»1,(1н-^)*=(1ч-^)' или »(1н-У)* .имх^. 2-^2|). (124) 



— 264 — 

Будемъ впредь подразг/мгьвать подъ т^ и т, п^^еичныя Эйзенштейг 
новы числа, также какъ подъ т мы уже условились подразумевать 
Гауссово первичное число. По опред^лешю первичныхъ чиселъ, 

ш,= 1 или — 1-1-2; {тоЛ. 2-»-2«). 

Также легко сообразить, что 

1'^^ или г^е' {тоЛ. 2-*.2$), 

ибо I — нечетное число; всл4дств1е этого 

ГтД1^У)*=Л1>-^У илиЛ1-^У(-1-|-2>) {тоЛ. 2-^2$). 

ЗамЪтивъ, что г^ есть квадратъ и что — 1 -*- 2^ сра1внимо съ 1 по 
ходулю 2, ваключаемъ ивъ (124), что \ 

«а«1. 

Итакъ мы можемъ написать: 

5=:г(1 '^З)%^т;т^^* 8':±^1'{1^)\^И;Ч1, , (125) 

гд'Ь I й V н^которыя вбчетныа^ сопряженныя числа. 

* Для нашихъ воводовъ понадобится еще функщя Я^^ /5^; о«а— ци- 
клическая перваго порядка, ибо отъ замены А черевъ 4^^ ойа умно- 
жается на ^^у*^=1. Изъ фориулъ (75) им^емъ 

=д'-^В'—2у8^Р.:. (126) 

Вспомнивъ, что и—2у и г^-ь2г; дЬлятся только на первую степень 
1 4^-1, мы изъ раведствъ (78) заключаенъ,, что .^^Р д&1ится только 
на первую степень 1 ьг, т. е. 

—г8^Р=\+1 (тоЛ. 2). (127) 

( 

Изъ равенства (119) сл'1>дуетъ, если черевъ Ь и А' будемъ обо- 

2(14-Лйг^(о ,,. ,,,. 

значать различный величины -^ — — , а черезъ у(А) и /^(Л ) 



* 






I • • 



— 865 — 

н^Ькоторжш ц'1лш; съ ц'&кыми коаффищентани, фуввц1я корней 
тра9аеш|1 17=:0, 

! <г*=,(-1)М 1-ь2(1-ь») 2;х(А) } [той. 8), , 

В^(~1)М1-ь2(1-«)2)с(А')} («мк*. 8), 
д*-*-Л*=(-1)М2ч-2(1+»)(2:х(А)н-2х(й'))} (то». 8), 

гдЪ суммы распространяются на т'Ь А и А", которыя входятъ въ 
функцш ^ и 12, оаред^^гонныя равенствахн (74). Применяя т^ Же 
равенство (119) къ функщи Р^г=^^Б^ получаемъ 

|»=1 н-2(1 -ь.-) { 2х(*) -ь2х(А') } («ин*. 8); 

» ■ 

д'^Е'Щ^1)\т-*-\) (тоЛ. 8). (128) 

Такъ какъ ^^-1*^^ ращональное число, то посл'Ьднее сравнеше 
— обнквовеййЬе сравйеше. 

На схр)|Н|Щ'Ь 243 мы ограащ^и ш ^^словхемъ 

т~1 (тоЛ. 24-21): 

• ^ ' ■ Г- 

но мы могли бы также написать: 



• ч ' 



П1Е=1 (тоЛ. 4), (129) 

ибо Щт) полагалась сравнимою съ 1 по модулю 8. Сообразивъ 
этОу видимъ, что И^^-^В^ делится только на вторую степень 1ч-г 

и, по разд'Ьлеши на 2, даетъ число, сравнимое съ (— 1)^ — 5 — по 
модулю 4. Поэтому можемъ написать: 



»■ '. *«'. I 



5'5'=С*-ь^г*-2^•58'^^2(л-ь^??), 

' ■ ^=(-1)^^?^ {тоЛ.Л), В=:\ч-г (тоЛ. 2): ' (1^0) 
Соетавимъ табличку равличныхъ значевШ А относительно модуля 4. 



- I, -1-^ », 5-^4.- {твё. 8); 

(— 1Г=^1, -^1, —1, -1; 

^= 1, ' 1-«-2«, 1, 1^аг (яЫ. 4). 



СШ) 



чка щ ■ «, аршадюоп п «ермнт роду 
шак ™еея&, то 



ыщ_ явь ац я яц яудадотпиъ ж» впфону рвяу» т» 

=1-|-4« (««Г.44-44. 



Ип риенспъ (96) н (97) схкдуеп: 

Ёсп иоотаи^ ^ = (жм2. 2-1-20, т ^^^ (^ец^ 4:^4*1^ « 
а^1 (аЫ. 4-н4|-^ есл «е^(яЫ. 2 ^21), то ^^ (яо^ 4ч-4|), 

сто14кщ оервнй я ч еив^иЛ соотвЬствроп сжучаю а, я яц 
■артаго родщ а етоябцв второй я третШ — тоят сжраю, когда щ 
я м, осла втораго рода. Есп теш^^ шраняшкса ход}дею 
2-»-2(, то, вя^сто пос1^^^ строчвя (131), хохеяъ яадясать: 



А= 1, —1, 1, —1 1«л/.2+-2|), 

А={-1^, -Ч-1Г, -(— 1Г, (— 1Г 1««<.а«-2^ 
слкдопте&но, есп «^ н «ц перваго родж, то 

^=(—1)* («л*- 2-^20; 
есп же м, я «ц втораго рода, то 

Цредстащяъ ^/8^ в» нЦеоаво няоя%, чЬеь в> форяудахъ 
<130), вядЬ: 



« к» < ' 



в»ЯГ«2(Л*-1{,>Ц1-^/^1--;^<;ч.1)г), (192) 



— М7 — 

Следовательно 2)^0 (1К04^. 2), потому что эта— сумма двухъ не- 
четныхъ чиселъ, умноженная на 1-ь1. 

С^— ^-|-(1ч-г)«=— Л-*-2 (шоег. 2-4-2г). 

Отсюда слЬдуетъ: если т^ число первичное перваго рода, то 



(И-Апо^ л . УЧА м«. с^С^ -Т1(— .1). . (*^Ф»?Г*"^^Г'>? л\^.>.г-.\>$С \«^м(:» 

Изъ формулъ (78) выво^^цмдБ^ , ^ ^.^%\ 
тъ этого квадрата слъдуетъ Я^/У съ двой^вгшгь знаксйсъ: ~ 

^1Г.вро,1;«(1 "»\ п '^ 'г*?!г=а»■Ф^*-+^2а|ЗI(«*•-^^^^'^)/1'Л••з^^• <>:1И.о; ' \ ^; 

Л*««ТОД1.<?Л|14и|Т* Л(?э^|«*^|Ч^ияив?^, я^<,,|1,К«,„кодорвв ^че^щщ^- 
■рфцфаво* х^внина съ 1 но мо;^лю ,^-|1г2^„й?;ак')&.,., ,,л'1 ми. 11 

1Н'=1 (тоа. 2 -н20; т=т. »,='!" (то(?.'«^А-21](; ""■ ' "'"' 
^ 1 ' (_1у РГт; т, ^(— 1)**Ч (^мх?- 2 4-2»). 

В!!!! .К1ит .чя'(11"'!1 |1!гн;) 01 ((■..':1 .< / ■,{ пк]о<\< .ул ') 'Ицои Цгцч!' 
•1.1 » .пи,' . .;.' ^€-^:^XI^^^{^^^^^)^^.т^ (1тм2.|2'тнЗ«)н.1.1> '(Г\ .|/|.!<|.ио:1 

_ , . т1 ' ' ' " 'Ь'М' .1/1 •!. ■.|<1(|. Г/ )11||(НУ) !''^'^<|)' 

Пусть т^^=а-*-Ъ). Если «ю^ перв,аго рода, то 

•11 П.^ ■! ' ' М|.|| 1' ! ,| 'И Л .'Г'. ,|.|-.1| ,ГГ/1!1 .1 1,'1(||!<> 



сгЬдопте&но въ а^къ слу^й ог^).. Есп яц пораго рода, то 



т. е. оджть а=Х. Ипжъ 



5'5'=(-1)*^^(1^»Х1-Л«.шг- (134) 

§ 75. Обратннсж теперь кь жажо! бн то нж било цшклпесжой 
фуЕЩш восьн&го порядка корней уравнен1ж 17=0. Цтиштсяою 
ф1^шещ$ею воскмто тцрадка мы б^/деза штшать ш жу ю щлл^/л^ |%м- 
кщю Р{к) корней лрвфлетя {7=0, у которой тооф фшщенты С!^шл 
цшшя Эй9енштей$юоы чшсла и которая 1/до$мшш>рмеш9% усмт» 

Пусть Р'О!) пожушется взъ Р(к) мгЬною } череп ^^, тогда ^^(9А) 
=У*Р'(А); ^(А) — также цякдшюская фувкща мсьнаго порадка. 

Фувкцш Р5^ ж Р'!^^ не нзн^наютъ свое! веднчннн отъ 8а11§- 
ш к терезъ дк; то же можно сказать в о<(ъ Р:8 ш ^^ : 5". 
Отсюда сгЬдуетъ, по Р:8жР : 8 — ращоналнва ЭЬенпп^Ьовн 
шсла, т. е. шсш внда Л-^^Ц^ гдЪ ЛжВ ращонадьноа Гкуссовн 
1нс1а; а с1гЪдоватеАно Р содержнтъ толко нрращонаяьяосм «^^ 
а Р' — только нрращонаяьностн ^5^. ЕронЪ того Р^ш Р^ ращонадь- 
ния Эйвенштейновн шсда, такь кавъ они не на|Аняются отъ 
вакцин к черевъ дк\ повтону есдн ^^=Сч-1>ун1^Ч=(7-«-1>'^,то 
С^ В, (Т ж 1У цнкяншня функцш перваго порядка; вш Гауссова 
«1сяа Су В, (7, 1У ращонаяьнн; а по теора1% страннцв 333 онк 
цЪшя Гауссовн чжсяа. Итакъ Р{К^^ ж 1^(1к)*—ц%яня Эйвенштей- 
новн чясда; повтону можекъ написать: 

ДА)=/Ц) V ^^М^!!?, Р{1^)^Ги')\/щ>.. (135) 

цск ДУЬ-нЪкоторое Эйвенштейново ц^яое «ело. Ивъ восьми зва- 
чеши корней въ форнушхъ (135) должно внбнрать тапя, нрв 
которяхъ ({^) одинаково кавъ въ формулахъ (135), такъ в въ 
пося^ЬувЩвхъ формулахъ (136) в (137). 

ОпредЪлвмъ теперь Р*{к)Р'{к). Будемъ нодъ (,{]) в /;(;) под- 
ать нечетной Эйзенштейнови чнсйц «ргда 



/; 00(1 -*-.?/ ^^'(*)=/; о*)(1 -*-./)" в(л), 

гд% |А я V могутъ быть И ву'^мя. Подобное «е {мюенстро будете 
между Г' (к) в 'в'(А). Изъ атвхъ двгухъ равевствъ получинъ, еслв 
закФвию )$*)$' величиною, равною этой фунвщи (сн. равенство 

(134)Х 

Т««ъ жьял Р*Ъ" ц^^лое число, то (а^у-» 1; а потому 

* 

Ваше было доказано, что 

есп подъ { и /' подразум'Ьваются нечетныя, сопряженныя числа; 
точно также 

ииУШ)=МУШ')-='^ утоЛ. 2-.-2г). 

к 
Отсюда заключаемъ: если разд'Ьлить Р^К на 



.1. . , 



(1^3)^14? Щ.<-, 

■ ' I 

то иъ частномъ получится число, сравнимое съ ( — 1) по 

модулю 2+2$. 

Ра8сужден1я, подобныя предъидущимъ, дадутъ намъ 

Ъ\ЬУГ^ГиУп1,т,\ ПЬУР'^ПрУт.'т,. (136) 

Изъ равенствъ (136) мы точно одред^лимъ квадратъ функщи 
РР\ предъндупця же разсужден1я дадутъ намъ знакъ, получаемый 
прм мавяеченш корня. Такммъ обравомъ водучдмъ 



\ к 



РФ)*Р'{Ь)={-\)'^%)*Г{ПЩЩ*- (137) 

Ивъ формулы (55) этой главы получаемъ 



М^^^'^шт {^зЫ'лт ц^-ьл Щ}, . (1 38) 



пгк й'-^аермватпоое^ иврщйтх» 1;муссово нелепое пио^ щ^ 
рюяое ^ а12^0^ЦЬм1*фушщш Мат^ ш 8т'йтш1, ,^. у 

фнщентами, функщю корней уравнен1я 17=0; корнн этого ураше^ 
нш назовемъ черезъ ггц я^, х^^ ...... Всякая такая функщя изо- 
бражается формулою 

* 

гдЪ Л— ц^дое <*вуесово чнсяо, аа«, о^^, о,,.. . ...^(К Бсдщ ра;»-*,* 

скатрнваеиую фувкщю еозвнсимь въ степень г=^(||), то известно 
изъ фо^уян бинома Ньютона, что вс^иевы г-оА€те1^енн много- 
члена, кром^ г-нхъ степеней каждаго иена, дЪлятся на г; а 
потому, называя разсматриваемую функщю'черею^^(А}у омучма»! 

Р,{ку=ЪА^х,^^%''^х,'^^: . . . ^ .-*-г ДА), 



и;, '.-[■. ) 



гдй 1*(А)— ц'Ьяая, съ цЪ11шн к()9ффшцёнтам^<, функц1Я ас^, т^у хц.^. 
Если Л не длится на п, то ' '^' 






А^'=А (|9Ю({. п) 

V 

всл1(дств1е равенства (11); если же А дЪлится пап, то 

А^^ЛЫа {тоЛ. л). 
Отсюда заключаемъ, что .. .1 а . < 

Яи*^ ,л /1.<5п {.ш\с. 1м;»1 ачукнл^, к|и^)1. и/ ь;,;.| .ж .ч1;иаи.г^и|11 /Л^Ч 

Щк) ж ТДА) об0ММаиИ:1^'^ш1»'Ке^''фув1с1щ< |сор»^ 
11=0, кавъ и Т{к). Отсюда заклк)чаемъ, что 



— 271 4^- 
Фешь ктъ {^^{Ну ^ 'тлпш яе функции воряей'^ 17е=0,.^ каго1!и 

р^ {НУ'^Р^ (пНУ-4^ пН, (А)=^Р, (п'к) -ыК?(Л), 

гд^Ь Н^{Н) И (>(%) ОПЯТЬ таш же фуякцш, какъ 2\%). 

Продолжая также разсуждать, мы на^ем'Ь| .^|В ^^с^акаг^^^ л^^т^ 
лаго и положит ел ьнаго, 

Г'^{кУ^Р,{пЧ)ч^пТ(к). ' (140) 

ЕСЛИ ]разсматрив|^емая ц'Ьлая функщя содержитъ еще изкоторо^ 
нёопред^ленно^е хг, то т4 же разсуж;дён^я д!а^Утъ ' 'шв;къ ' "^ ' ' " ' ^ 

Р,(Н, ,Г=Р,{п% Г)^пТ{К е), (141) 

..•».и 

гд1( ДА, ;е^) ц^лая, съ ц&шмд коэффищентамИу фуц](Ц1я ;ег и кор- 
ней Г7=0. ' 

Наши цикличесгая функщи .2^(А) и 1Р'{Ть), ^шеннр ,1|1р[и;^адлеш1т.'Ь 
Бъ посл^бдней категорш цЪлыхъ функщй корней уравнен1я ГГ=0; 
только въ цнкдическйх^ фушофаъ Р{Ь) и Р\Н) м^сто ж зани- 
маетъ иля^'; нли^М1ой:оку ии^емъ ''' 

Щ,зУ^Р{п^Н]]^)^Щ,3). (143) 

Пусть п такое первичное, первонашльноеГауЬсо]^0' мело; КО' ^ 
торсе разлагается да два ко]|11лексцыя Зйзенш^ейновы числа 
(сюда причисляются и действительная, первоначальныя числа вида 
— ^^V— 9)} "«ь такому случа% \ -^ 

г=Щп)^Г{^ла. 8), /=^\ 



Пусть п=$г («10(2. т); тогда получинъ, преднолагая п^1,, 

Г /V 



Щ,ЗГ=3'Щ,3)1^}Т{Ь,31).,^ (144) 

Зам'Ьтимъ, что зд']&сь п=Э1({). 



— «7« — 

Пусть я^=3-«-2|' (тоЛ. 4); тоцш п сам* есть кримачАирм 
ЭЬенштейаом «ело. 



Э)^)=«*; Л9)(я)=г': уг» {ти1. 8): 
г*^1(«01?. 8): } =д. 
Равенство (143) двеп шшмъ 

За1гЬннмъ п черезъ / и назовемъ 51(/) черезъ я: тогда 91 (/)^ 

1^{тоЛ. ш), в мв ввдвмъ^ по равенство (144) вЪрно какъ въ 
томъ случае, когда I двуиенное Эйзенштейново число, тасъ н въ 
тот случае, когда 2 одноиенное Эйзенштейново 1П1С1о 

Пусть 
тогда, всИкдств1е опредЪлев1я страницы 257, 

Переиножая предънду11ца^сраввен1а. цолучаемъ 

Сг друго! сторовн, мы вх-Ьемъ 

■бо я^—.1 му полагали д'Ьлящимся н^ т«. Отсюда видвмъ, что 






V т. )Г-^ • 



Изъ предъидущнхъ разсужденШ сл'Ьдуетъ новый вв^*^ для ра- 
венства (144): 

ДА^/'^' = (^^)з^(М-«-ЩМ. (146) 



— в78 — 

Надо помнить, что въ случа'Ь I двучленнаго можно передъ 
2\А, з) заменить I черевъ п=:Э1{1). *\ ,'1 ; .^ 

Посмотримъ, что даетъ равенство (142) въ случае 

п^З'^2г{таЛ. 4). 
Напишемъ это равенство такъ: 

..." • ' ' • :■ ■ 

Такъ какъ 1{'{Л^Ь(тоА, 8), то 3^^!}=^^^- Подагаемъ /^о'^Гтос?! ш) 

и:пЛ и\/.1:1.и: ••;... 1 • ....■■• "^ .>..!■:.■ 

> . * . ■ ' . . , : . 

Но въ этомъ случае нмЪемъ та^е,,^^ . > , 



» г .* •■ > 



н 



.V.:. ,^1 V^Г(М^^ =-^5^)/(*^ЫЩЛ' : , ..: (НТ) 

Рюбне^Ш# 1(147) ^в^рМ толью' для Г<^дйоч^ю^Iн№о Эйвенш^ейнов- 
^«^'ВреДстЮикГь' равейс-^во (144>'М1 ся%дук)а(е)к% в<гд%('- 



I '! . .Ц I' '. .;. ,. (1.1 ; о:, ил 



,. 1НП1Л.1. ;;-1:и.;.> ■.*Т(А)вр(У~Х1'1^й»)'"-Ц)Г~^1\|^), .. 1 

Цо^й#ц11»,.,ч7:о ЩУ д^хоа.,иа г, Г(^)''<р^в , (р&помнвмъ, что I 
первоначальное число, не равное т,, т, а Хг^-ЗУг "Р^Щ^.,. 

Посл^^днее равенство останется в'Ьрнымъ, если // »ам1>ннмъ черезъ 
яК 9*^4 9\-'*9^^^^^\ сл'Ьдовательно 

Г(дк)=1Р, {дЬ). 

Но посл^Ьднее равенство можно изобразить такъ: 

18 






Ч Ч 



(-1)'= -н1, -н1, -1, -1; | (131) 

/ 

Если числа ^п^ ш^^щ П1^ин^Х1екатъ * къ Первому роду первич- 
ннхъ чдседъ. то 

^6^9, яьаь11«| ,щт^ п^жщ^^щюъ ко второму роду, то с. - 

Д4йствительй(Г, пусть т^Ьва-ц-/!/, Цй=а--^, 'Т01*да 111=а* — ^Ч 
Изъ равенствъ (96) и (97) сл^дуетъ: 

а^1 (шоЛ 4ч- 4<), т^1 — *^* (той. 4-+'4«). 

Если поэтому ^ = («юс?. 2н-2»), тр„.Д!^. (^.,Л-^4»)д а 



1П^1 {тоЛ. 4-1- 4«); если «е ^2 {той. 2-1-2|), то 6^4 (той. 4-ь4«), 



т=1-4-4г (тое^. 4ч-4|).' 'От! 



столбцы первый и четвертый соотв^ьтствуютъ случаю ш^ и «ц 
перваго рода, а столбцы второй и третШ — тому случаю, когда т, 
и т^ числа втораго рода. Если тедерь щанич]р(мс^ .^сод^дем^ 
2-1-2{, то, вместо последней строчки (131), можемъ написать: 

' А= 1, —1, 1, —1 (жос/. 2 4-2|), 

пг.к ,,4^(~1)\.^_1)\ _(^1)^(-^1)^ (ща(<-2 4-2^; 

следовательно, если т. и т^ перваго рода, то 

^М— 1) {той- 2-ь2»); 
если же т^ и т, втораго рода, то 

, , ^редста^имъ, (?<$Г въ ц^сколькр , янон^, чфмъ в> форкудахъ 
(130), видЪ: 

I -.:. I . к .-1., .61ЧйГвв2(Лч-»>М1-»*^)Ч1-*У)(<?-»^^Ъ "' '» (182) 



Следовательно 2)^0 (т^Ач 0), цотому что ^»таг*сумма двухъ не- 
четныхъ чиселъ, умноженная на 1-не. 

(^— ^-н(1-ьг)«=— ^-н2 {пЫ. 2ч. 2г). 

бтсюда сл^дуетъ: если т^ число первичное пёр&аго рода, то 

V^о>^:-^^^■. '«^йи <*-- ^т ■^^=.,'^V й'^-ла!- ' ч.Ю'\гг. ')1ь!/^:?п' 11:!'::117ф 

ё«|||%^«^^к шу^Шсла '11«рмчншг ^тораго^родса, фо)' л г ^ ,лц(^ 

.^ту^о И'- .^^^ч^^и^^^'фС'Гл ни>(\1 «ь 4 ^^ Л' -" ■ ■.•и^И1>Уч\^^\ ч ^^<ц.^,< /лу^ ,,«.х,- 
Ивъ формулъ (78) выво^(|у||^. д.^-^ 

Шъ^^того ^Ш^1^11^в^'т^ег^'13'8^'^^ зй11к^ъ^ ^"^ ' ^ 

У Ц«Р?*.1^.Ят(^Гтй^/та<?Гй-^"г,;?да., ;, \ ,.,!.,:. - 1..ь!|.-. ^ :ы.>ии 

■.||.кр.м,пк(] ">\ и 'Л <р(ги=а»4^^-ь2ар(ве*-^в'»)/'>*:'^П'^ <>•'■'''*• "\ '1 
г- " !!:.>ч,нкн^К1:|; 1Н ннс л-./М .^лК ...г:)';!' ыцып! I тн 11:'р(^ 1:1.41 



'.I 



(:_1уггт)ш,^М)'*Ч (««г. 2 -нг.-). 



„ 1 . т^ 1\' 1.1 II I')!!!' .Г/ 1;1 .' 1/(10(1. .г/(111и»у) 1>Т'.(>|| 

Пусть т^=а-*-Ъ). Если т^ перваго рода, то 

И1 (1.1 1 " ,\ .1,1(41 1|,-Ч,|| .1") ЛиТ'Л .!||"1| ,Г|/!1Г.;1 1,'»(|1!0 
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сл'Ьдовательно въ 81ео11ъ сдуча'Ь |хзв:>. Если т, втораго рода, то 

(— 1 V «^ — (- 1)'' (шк*. 2 -4-2»), 

' . . . ' 

т. е. опять (А=:Х. Итакъ 

5^5'=(— 1)^^^*^П'(1-ьУ) '(1—^)1», «,'. (134) 

. - к к * 

§ 75. Обратимся теперь къ какой бы то, ни было циклической 
функщи восьмаго порядка корней уравнен1я 17=0. Циклическою 
функцгею восьмаго порядка мы будемл называть щакую цгым/ю ^^^ 
кцгю Р{к) корней уравненгя 17=0, у которой коэффицгенты суть 
цтьлыя Эйзенштейноеы числа и которая удовлетворяетъ условгю 

Пусть Р'(Н) получается изъ Р{к) 8вм4ного/червзъ\;*; тогда Р'{дк) 
=У'1^(Л); ^(Л) — также циклическая ^ункщя восьмаго порядка. 

Функцш Р8^ и Р'1^'' не изм^няютъ своей величины отъ зам^- 
"ан Ь черезъ дН; то же можно сказать и объ Р:8 е ^ : 5". 
Отсюда сл'бдуетъ, что Р'.ЗшР' : 1^ — ращональныя Эйзенштейновы 
числа, т. е. числа вида Л-ь-^^ гд% Ал В ращональныя Гауссовы 
числа; а следовательно Р содержитъ только ирращональнос1^ 'З^, 
а 2^'— только ирращональности /8\ ^омЪ того Р^ш Р"^ ращональ- 
ныя Эйзенштейновы числа, такъ какъ они не изменяются отъ 
замены Л черезъ дН; поатому если ^''^С-♦-1);и^Р'■г==(7-♦-2)'^^|Т0 
С, 2>, (Г и 2)' цикличный функщи перваго порядка; эти Гауссовы 
числа С| В, С\ ТУ ращональны; а по теореме страницы 232 они 
цЪлыя Гауссовы числа. Итакъ Р{^У я ^'(А)*—Ц'1лыя Эйзенштей- 
новы числа; поэтому можемъ написать: 

ПЩ=М\^ЩЩ\ Р{^^)=ггт\/Щ^.. (135) 

ГХ& /О')'— некоторое Эйзенштейново целое число. Изъ восьми зва- 
ченШ корней въ формулахъ (135) должно выбирать так1я, при 
которыхъ ДУ) одинаково какъ въ формулахъ (135), такъ и въ 
посяёдующихъ формулахъ (136) и (137). 

Определимъ теперь Р\Н)Р'{Н). Будемъ подъ /'^(^) и /',(^) под- 
разумевать нечетввя Эйзенштейновы чиса; тргда 



гдЪ (А я V могутъ быть н В7д1вми. Подобное же равевстро будете 
нежду 2^'(А) V б^(А). Изъ этпъ двугь равеяствъ получимъ, еслв 
замФнвш 5*^8' величиною, равною этой фунвщи (см. равенство 
(134», 

^ШГ.и%1 -ь?-)"'+'(1-Л'"*'*(-1)^"'^Г т, т, \ • 
Такъ кагЬ ^Р*7<'' ц*Ьлое число, то [х§у-» 1: а потому 

ЛОГ/; {р)Р'Р'=1\ьгир){} -ь^Л(1 -^у (^1)?^""'VгIII,Iп^^ 



Внше было доказано, что 

РГ=1 (тек*. 2-4-2»), 

если подъ { и /' иодравум'Ьваются нечетныя, сопряженныя числа; 
точно также 



1 1 ; 



ШУГт^ГМЧг{з')-1 {той. 2.-21). 
Отсюда заключаемъ: если раздоить Р^Ъ^ на 

.' • : . ■ ! ■. 

(1-*-;Л(1-;)Ч.»».', 



п 



то въ частномъ получится число, сравнимое съ ( — 1)' по 

модулю 2 4-21. 

Ра8сужден1я, подобныя предъндупцшъ, дадутъ намъ 

щуг=гиУщщ\ 1^(«)'^^=Я;')ЧЧ- (136) 

Изъ равенствъ (]|36) мы точно одред'Цимъ кведратъ функцш 
1^Л^; предъидупця же разсужден1я дадутъ намъ знакъ, получаемый 
прн извлечеши корня. Такимъ обрмомъ т^^тцъ \ ^ л 

Р[НУ^(^)=^{-1Г ттР)ЩЩ'^ (137) 

Изъ формулы (55) этой главы получаемъ 
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Пусть п^ёЗ-1-21 (трА. 4); тогда п само есть первоначальное 
Эйвенштейвово число. 



т(п)=п*] 2^Ш(п)=г.'; г^5 (тоА. 8); 
г^^ЦтрИ. 8); /'—у. 
Равенство (143) даетъ намъ 

I 

Щ, у)^-)^/-/,^^ 3) ч- п Т(й, 3). (145) 

Зам^Ьнимъ п черезъ { и назовемъ Ш(/) черезъ п; тогда Щ1)^ 

((^"{тоЛ. т), и мы видимъ^ что равенство (144) в^^рно какъ въ 
томъ случае, когда I двучленное Эйзенштейново число, такъ и въ 
томъ случа'Ь, когда { одночленное Эйзенпттейново число 

Пусть 
тогда, всл%дётв№ опред^^лешя страницы 257, 

11ере1|ножая предъиду|ц|я^сравнен{а,, .^случаем» 

С% .друг(||1 сто1Р9вы,.ны им-Ьемъ ,, 

■бо д^—Ц мы полагали д'Ьлящимся яъ^,щ^. Отсюда видамъ, /чхо 






^^=е')-- 



8 



Ивъ предъидущихъ ра8сужден1й сл'Ьдуетъ новый вмд*^ для ра- 



венства (144): 



1 

Г{к^)^'^'^= (— )/(М -ЩМ. (146) 
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Надо помнить, что ъъ 'слу^Ф / двучленнаго можно передъ 
2\А, у) заменить I черевъ п=Э1{1). .' .7;.;Н.', •. , ^ 

Посмотримъ, что даетъ рав\^нство (М2) въ случае 



п^3ч-2г(та€1. 4). 
Напншемъ это равенство такъ: 



:» . / / .-• . . 



• I Г-. 



'^акъ^какъ 1^'ф1щЬ(тое1., 8), то. з^^1}=^Кш'ш ш) 

тогда . . 

и,., ■-•).,,;•,.,■? _ ,1 =• '1: ■ ;■! '■ ^ ■••■ ■..'!•••••., ^>■|^ ' м ■■'■■■'!. а .1 ■.■.■': 

Но въ этомъ случа* им^емъ т^^И!?©., | , ,, л ^ . • :,.,;, „ь • 
рл^дрэателщ,,,»»^^^*.,.,... ,,,, ..,,,, Лм. , . ,,-, 

■ г,.: /■^^(А^а)^,а;.?=^щ'-)д^(*»гМЯ^(Л^)о; •■ ;■ /. .• . ;. (1*7) 

Рамн(^## 1(147) ' в«рМ толбткд** для ^<^^^&^^^ёкШ^^оЭ1I^ъейп^^ЛвМ- 
'^<»']}9еХстЮи№ь '{)аМЯ№Фво^ (1'44У'М' (^л$^у]ЬЩе1№' ««гд^ ''•' ^ ' 

первоначальное число, не равное т„ т, ^1 .^^:^^)^„ "РЩК^х... ■. 

Цосл'Ьднее равенство рстанетса ъ^]^щцъ, если // зам^нимъ черезъ 
дк, дЧь^ дЧ1у...д^''Ч1] следовательно 

ЩдП)=:Щ{дЬ). 

по последнее равенство можно изобразить такъ: 

18 



отсюда сл^уегь 



Также, если 



то 
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Итакъ, если на I д'Ьдится ^(ЬУ^ то на { д^Ьлится также ж 
^'(А), а ^(Л) делится на Г. Частная Т^{Н) и Р^{Ь\ полученная 
отъ д&гешя ^{Н) на 7 и Р{Ь) на Г, суть цЪлыя, съ целыми коэф- 
фищентами, фу нкцш корней уравнеВ1я 11=^{^\Р^[Ь) и ^ДА) суть цм- 
кличесшя фунщш 8-аго порядка; он'Ь обладаютъ т^мн же свойст- 
вами, КаВЪ и Р{Ь) и Р\Ь). П081Ч111у 

Р^{КУ и -^«(А)* равны ц^нмъ Эйзенштейновнмъ числаш. 
Р{Ну и -Р'(А)' делятся— первая щ ?*, вторая на Г*. 

Предъидущее покав11вае1гь, что всегда можно получить такую 
циклическую функщю восьмаго порядка, восьмая степень которой 
не делилась бы на иния чнсда, кромЪ Ж|, «ц н 1н^'. Также мож* 
но выбрать всякое первоначальное число, кром'Ьт^, ш, и 1**^', и 
всегда найдется цикличеокая фуницш, восьмая степень которой 
не делится на это выбранное число. 

§ 76. Обратимся теперь къ самому предмету нашей длинней- 
шей подготовки, къ выводу закона взаимности вычетовъ восьмой 
степени. Оставаясь при гЬхъ же обовначенхяхъ, что прежде, раз- 
смотримъ два случая. 

1 случай. I двучленное Эйзенштейново первоначальное^ пер- 
вичное и нечетное число. Въ такомъ случае 

г=1т{1)=\ (тоа. 8), 

и равенства (135) дадутъ намъ 

О • » I 
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Въ посл'Ьдненъ равенстве можно занфвить ЩЬу второю частью 
рав)енства (146)^ тогда получнмъ « 

' ■' Т^у щу',Щ)Т{11)==ГиУ'^'' т,''+^ т,^(Р+Ч ' (148) 

Ша шпк того же перваго лаъ равенствъ (13д) нм^къ 



ЩГ=^тт,т,'\ 



» I 



Если это подставить въ (148), то (148) будетъ содержать^ кромЪ 
Т{Н)у все рац10нальныя числа; сл']&довательио и ДА) — ращональ- 
ное число, а по страниц* 232 — ц'Ьлое число. Поэтому им^ем*^ 
сравнеше 

(^)=ЮГ-\^,Щ')^'~'^ (п*оа. I); (149) 

МЫ предн(элага«мъ, что ]Р(Д) — такая циклическая фупщ\я, которая 
не д'Ьлится на I. Пусть Г сопряженно съ I- тогда им^емъ 



^ «• / 






|(г-1)_ /'«иД» 



Положшъ^ 1Т0 

При замЪн'Ь ^ черезъ — ^ можно т^ заменить черезъ т,, а ? 
черезъ Г; поэтому 



(-)г(-г. (?):=(?).■ 



Соображая все, только что сказанное, выводимъ изъ сравнен!я (149) 



,ч 






?> . 



Равенство 

18* 
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' (1Х=(Г), ■ '<-' 

и есть одцнъ изъ частнихъ случаевъ закона взаимноств вычетовъ 
В0СЫ10Й степени. 

2 случай, I одночленное Эйзенштейново число. Пусть г=Щ)\ 
доказано, что г^Ь (пЫ. 8); сл*]Ьдовательно вдЬсь г-ьЗ д^Ьлтся 
на 8. 

Изъ равенствъ (135] выводимъ 

Изъ равенства же (147) им^мъ 

следовательно 

Окончательное уничтоженхе функцШ Р е Р' можно произвести 
съ помощью равенства (137); сок|»ащая всву; что можнО| получимъ 

/•о')(-1)'*-"(^;);^Цч'<'-'><Г" (•-'•о, (т 

потому что опять полагаемъ, что I исключено изъ' .Р й'2^.'*'^*''* 

Если ц4лое число а^Ъ^ч-с^^-^Лр будемЪV возвышать въ г-ую 

степень, то получимъ число, Сравнимое по модулю г съ сГг^У'з 

-ьс'];*''-ь(^*У'^ Если а, Ъ^ с V^ А не делятся на г, то 



пт 



■ • М 



I ' . I 



Во всякоиъ случа'Ь 

(а-»-г{/-ь<5;'-1-(|У')'"^а-* Ц^ -*-со*^ -^^^^ («мм?. V). 
Всл%дств1е этого 

ГиУ=Г{Л=т (^оа. о, т/=т, {пюа. I). 
Соображая это, получимъ вм'Ьсто (151) 

(—1) ( — \ ^т^^^ ^ ^^ ^ш^ {пм1.ц, и 
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Но г*=Ш1(1); а потому 

т, ^ I -у-М (то(1 I). 



Въ предъидущемъ сравненш символы 

не могутъ отличаться множителемъ, равнымъ нечетной степени 
^] если же эти символы отличаю'^с^вшожителемъ, равнымъ четной 
степени ^^ то 



&^1йВД61ательйо 



'■• • •• •, ;■> 



Г / М • ^** 



^•' 



> . . I 



"-тг^^(^.- '-') 



.чтФ<;ггрот11в11о Ь^лбжешю; Поэтому ивъ сравнетя (152) неоре 
зАннр огЬдуегЕ;! ^^ 

ФЬрмуламн (150) и (153} решается только частный случай^ 
кбгдк йзъ ч^селъ, входящихъ въ символы, одно есть Гауссово 
чкбщ а другое— ЭЙвенштейново двучленное число. Эйзенштейнъ 
бъ ко&1^6 свое^ статьи^ въ 69 *ож^ журнала Крелля, указалъ путь, 
Ш^ Ь^ помон^ью (150) и (153) формулъ р'Ёшить общую ва^ачу 
б й^^иккоств в1!1^е11:овъ восьмой степени. Но такъ какъ эти рав- 
су^)^ёкк^^ Эйзенштейна не о1гносятся къ теорш эллиптическихъ 
Ф^Ш^^Й'и такъ клтй^ глава и без(ь того вели1са, то я прерываю 
ШЪтоуЛ изложен!е Эйзёнштейновскаго изсл'бдованхя. 

^ам'бчу е1)Е(е, что двумя законами взаимности не ограничивается 
НрЬм%нен1е дллиптически!^^ фувкцШ: Данчеръ (1)ап1;8с11ег) прим'Ь- 
н&лъ эллийтическ!я функцш къ доказательству закона взаимности 
вычетовъ третьей степени (Ма111еп1а(;1е№11е Аппа1<в11, Ьегапв^е^вЬеп 
Гбп Т. К1вш ппа Ай. Мауег, ВапЙ XII, стр. 241—258). 



^(«80 - 

гд-Ь р — действительное л/Ь/ме чшслл; поатому в» рввемств^ (9) 
сл^дуетъ 



/ • 



X 



« » 



• г 

I ' < • Л •« - Л I ' '"■•••1.x 



Въ посл^^днихъ форкуд4^;ь |соэффрщеатн ^х,ц у — цфды» Рау^ви 
чясщ а оотрцу фррмаД^) ^^црж^ оодер^лход аъ;фор#^л(3^ * . 
Если 2)'=2), то могутъ быть два сдучая: Ц ^^^--^•уч»^! а 
2) ао — >;= — 1. Въ томъ случа*]^, когда та1('Ц.; ^ : у.. 

мы будемъ формн (1) я (Э) навивать Э1^^и^ли^т>^ш1^. ' 

Линейною подстановкою называютск равёЬс^ '(2), кдтд{|Еыг 
^ображаются вкратц'Ь ;гак:(: 

^^ажеше ао — |3у называется опред^л^пелемъ подстановки. Сл'Ь- 
довательно эквивалентными формами называются такЦ,, .доторщ 
могутъ переходить одна въ другую, съ помощхю линейныхъ под- 
становокъд им%ющ«хъ определители, равные ^1 ')- 

Мывидимъ^ что до сихъ поръ свойства формъ съ мнимыми коэф- 
фищентами во всемъ подобны свойствамъ формъ съ действитель- 
ными коэффищентами. Легко также убедиться, что въ теорш 
фор^ъ съ м^ямыми кодфф0щен1;ами арт&к>,тоЦ|<цернш№п/^Р|в^ 1гЬ 
теоремы, которыя можно встр^т^дт]^ ]Яъ, §§ ^4« ^. и; М в1:ора(1р 
В8дан1я учебника по теор1и чиселъ Дирикле; къ этому учебнику 
А^атель и обратится въ'Ьлуч1ае аедоу^н1я. 

тред^, д*лих^^ т[Й, фЯ?^ цазнва(а:?ря; щ^е(та^тШ^. Л^^^л^Ь 
дутз^ тол^ад ра9(|^1атри^^^т;^ед Дерврн^^ьдда, фрр;|1%,^01;91^у, |^Я 
ртцосител1,1(о,^Сг1а фрр^ деэирцвалечтнцх?^. съ.д^рРРЧ^^^ЕР^Т 

» п — • — ^ч\- .... . '» Л-! • ' • » •> ' ;.':{|!.1 )«П1<> .1. =.К|(0>Ь 

' ^) Вели (Й1ред*ли*в^гь* 1к)дс*й(й<УвАй <^'1р<1^в'в^ *1У 'Та тб^у ^^ 11Ь*ЫА1» 

определитель ПОДСШЮОВВИ (€)..<>(!. ;1. мН и )(('1( ^'Л .1 1/->1 "1111.'! ], «<{ = ,г> .-. ' 
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житель, вопросъ, очевидно, «водвхс^ягкъ мучаику.куфгд» а^^Ъ.^ш^^.с 
не им4ю'|;ь.р)^ц^и^* д-Ьедтед»^ Суц1(№т«ук№Ъ вод» «вГ^Она- 

чальныхъ формъ: если а, 2& и с не имЪютъ всЬ три вм'^сг]^ 
общаго д^ителя, то фор^I^^^аа^^ч^Ьа^>^^у^ — первоначальная пер^ 
ваго рода или собственно-первоначальная] если общШ наиболь- 

рагб рода;*накоАёЧъ'^ераЙ11^4Й^ 'ф6р1Й' {Ы'1ь'2У^^^4^с1|^' «у. 
Аёт'й Ч|*ё1^^6ЙЛ) рода, если- оби15*'нйи»В11^Ш^д^^ '% ^Ъ'Т'с 

РР^Й12; <^РР^и> Ч?;<Я)?^!^. '^ щ«ШР7РРАч{ий11че)над,ШН«ТОЯг^к^ 
ственно-первоначальными. Дв'Ь 8квивалеш:н%1я перво^ач^ьныя фор- 
мы, '<^^<ЙЙ)ш(У, ^ вйег^А^^ 'ШЩ'' й'^тому^^ке^'М 
первоначальныхъ формъ. ^ ^ ._ 

Если даны дв'Ь формы съ однимъ и т'Ьмъ же опред&1ителемъ, 
то^мойр1егоь.пиреяо7авиться^ шо-перкншъ^ шопроошу'^кво'в'Мвшв&'^^й 
он%. Если эти формы окажутся эквивалентными, то можетъ воз- 
никнрь второй вопросъ: н^ити кё'Ь^ подстановки^ съ помощью 

Второй изъ предъидущихъ вопррсрръ. }^псцн^^^р^^ 
и 62 Уог1е8ап§еп йЪег 7аЫеп1Ьеопе Дирикле, потому что тамъ, 
гд'Ь Д&10 не касается часхШив^. сдучаевъ, разсуждешя упомяну- 
таго учебника применяются и къ случаю мнимыхъ коэффицхентовъ. 
Т1ш1мъ (^$^рмошъ мы зАМИ^чаеЁй^^'^то допросе з4Н]Ёей1*ъ от шй^ 
{мсяе^^ во1№№' ц4(тк0^ р^щёй!^^ ше(тре)11!Ьтяйш у^авнеМ^ ^ ''- 

гдъ р^ можетъ имъть только три значешя: 1^ 1-нг и2; это р^ есть 
общШ наибольш1й д'блитель кбвффйис^^товъ формы: а, 26 и с. 

Что же касается до перваго вопрос^^,^ во^рора объ эквивалент- 
ШМ ^^ухЧ рраV'^I^'•^)^«I^^Ы^то вВпроса ймУ^'1$о^кк^^ 



]|^^канныйъ'мни1кым^^ опре;^лителе^ъ рдад^як^Пся^ 'АЬ* Ьгр1Мй&е№^ 
.ное число классовъ, и вопроса '06^*№в^ё1Ш11)ёМ1М1М1Дв)^1«'Ф^ 
приводится къ р^шенхю воп{)оса о томъ, принадлежать ли дв^ 
формы къ одному клаеб^, и^и Мтъ. Ткккё, кк^га и тамъ, важную 
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роя нграютъ пртгееденния формн. Объ пшхъ фортхъ ш кяс** 
еажъ 1Ш ■ сжажежъ нкскошжо игаъ. 
ДршФедеиФШМ форма это тшая форма (1), дл которой 

2Л(6)^^(а)^2^(с). (8) 

Докажемъ теаерь» что вешая форма эквнважентна н'Ькоторой приве- 
денной формЬ. БудемЪу ди четкости, обозначать ох'-ьЗ&гу+с^* 
черезъ (а, Ъ, с). Раземотрнмъ форту (о, Ъ^ Ы) в прюгЬннмъ къ 

ней подстаяовжу \_л Л^ 7 к<Уторой ооредйптежь -4-1. Тогда 

форма (а^ (, а') перейдетъ въ форм; (а'^ &', а"\ въ которой 

Очевидно, «о ^ мовшо всегда набрать так», что (ем. страницу 273) 

выбирая такъ 5, мы удовяетворймъ одному изъ усяовЛ (8). Есян 
окажется, что ^яЛсгЬ съ т^мъ 



\- 



ТА мн в'ь формД (а% Ь'^ а'') им^емъ приведенную ферму. Бея 
же ^\Г(в')}>2У(а''), то иъ формЬ {а\ Ь\ а"} црим1шяемъ нодстааоку 

\_л^ Л и подучаемъ форму (в", У, а'"). Веяичнну 5 выби- 

раемъ такъ^ чтобы 

2N{V')йN{а"). 

Пусть форма (а", Ь", а'") опять— не приведеннаг, тогд» опять 
црвторяемъ то же внчисдеше. Эти вычнсдешя лродолжаемь до 
т^хъ цоръ, пока не подучимъ приведенную форму. Что приве- 
денная фор||а н9прем%нно получится, ясно ивъ ся'Ьдующаго: пусть 

ю рщ» формъ (а', Ь', а"), (а", Ь", о'"), (а'", Ь'", а"), ., ио- 

лущеавнхъ предмдущкм» соособонъ, 

, , » ■ 



•1Ш« вмсг^^ мИс^у «еегда ]1си10»1ПМ№нйхя цЬлш ^^{МбМ и ^м 
идгум ^уатм^бл в)ип^, т^ «сно^ ^чго пре%%шк^ш(^Ш 'убывающей 
ря$^ 1Лелячййъ не ]10»етФ /цмудмжамш до >ббЖвн€№остк' м'Чфо 
наступить моментъ, когда ^'' '« • " 7 1. . м. 

Докажемъ теперь, ч^^^'1^рйвё^ейШ^^^>^^о^?иъЬ^^оп^р^ёА^ 
В ограниченное число и что и^*^ всегда легко найти всЬ для дан- 
наго опред'Ьлителя 2). 

Оба УСЛ0В1Я >..7.ии, .. >., 

')1Н'!1'/-.11:;(1''Ч .ПП1.<1-К1,1,||/ 

Съ другой стороны, изъ равенства ас=:&* — В выводит 

^^^) _ч_/ \ •'V |/.- 

\/Дос)22^(Ь)ч-у/:^(2)); 
изъ двухъ посл'Ьднихъ 1жер11веА;тв«м19ав1Ш19ав|1А^ '«га^мм] о.ьа;»! 

Тмшмъ ' образопф > 6 'Мйже'Ю * шмЛт - толъве^^чт<рашгавПфе'1> ^и^о 
1ШИ601Й; '^Дла^ данйцп) 1^ и 6 ноаффищ1тФ11 'Iл^п^м01мйду«(МI'I^^м- 
во8I^м»(IШй , |(авло1№Я1ЯМИ'> на > ^щшш ^ М1ож1№ео1я т^рьяЛтя п $^-4-. Л. 
Ц^^йвъ 8']жс%' р,а{^од&вшй1 «0ЛЫК01 1^^ рвзЛдген1и»^да^у|?ъ<а1ппгеден« 

НЙЯ •ф01|1Шу для ВОФСфЫХГЬ '• * • \ <•? •'• ••^5^-- *мИ / п1ьчщ 'УЛ 

Теперь О раздФлети формъ на классы.— ДвЬ формы причисляют! 
хъ одному классу, если онъ эквивалентны; въ противЬомь случае 
об^Ь формы принадлежатъ къ ра^лдчиымъ классамъ. Такрмъ обра- 
зомъ каждый классъ" сортоитъ ив*]^! бс^къ экви^алвнтйыхъ ф^м| 
съ даниымъ опрёдълителемъ. Если изъ каждаго класса вовьме! 
по одной форм^Ь и только по одной, то составимъ систему не- 
дквивалентных^ъ формъ для данн^|а рпрёд'б^йтежя или, проще, 
систему формъ съ опред'к1ителемъ 2>. ше1блдао, что систему 
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квэквивмевтнцжъ форшь шжяо всю сщпюштъ щм, щрщея,еяв,цщ.% 
Ф9р111^. .Зам'Ьушъ; эще^ < чта будуго иассы формъ дэрмаа|Ч№кьщаъ 
а^рвцгои род|^!КМС<и1^ пэцводячмьних!! ф^риъ^.вторвигог рода и 
классы формъ третьяго рода. ;,1 л г»»ч I/ • Л1/ . . 

§ 78. Предъидущаго достаточно, чтобы понять формулу Ди- 
рикле^ которая составляетъ п^)едметъ этой главы. 
. Мц дра^к^'^ . чтр вс$| р^щ/^нк ур|^вцени • 

"^•' '■"•'' "■" •■ "^^^ ■ *««-1>и'=1' ■ ■ '^ ■■"" ' (9) 

даются формулою , 

Ь^^^^^^,^{Т^рф\ (9') 

въ которой Ти XI — основныя р%шен1я уравнешя (9), а п имЬеп 
вс^ ц'Ьлыя значен1я отъ — оо до -^соч .'Буд^вть, ради краткости, 
употреблять обо8начен1е 

а=^ЩТ-^и\/ О) (10) 

И называть черезъ Н число классовъ первоначальныхъ формъ 
перваго рода оъ ооред^дггелемъ !>.« Пусть 

I>м^^у', (11) 

^^Д^' Х^ уяв^ * '^ еодероАнтъ ква^фатвых'ь мнааснтелбй.. ^ есть про- 
«кдеяЦ) (ПФрвомачал&внхлп^ивед!» двухг родо1В(ь;. 1)I.исе^№ вща 
АЬг^Ъ и ^4«т]р1{(п^йХ &)компле1(».ныхъ чиоелА а-1г1^, аьтт^^ 
а?1|е1«гро,: а г^. гче!(но; ^ мржетъ равмятьея . ^^1, 1 есак тмьк^.у. 
не равно 1. Что касается до х? "^о это. о/^ва изъ чегмф;ех|ъ .; ве- 
личинъ: 

Х=1, х=Ь Х=1-^*) Х=*'(1^0- (12) 

Всромнимъ, что ёоотвътственно этим*]^ чбтыремъ случаямъ имъемъ 









/чти;.: .:! • ■•|^^^^^^I'|а^_x^рч^^ ~ г^"^/- • .-в \^- . . •; ^; (12') 
■/1/.'И»!Г1 .':г ,|.ЬЛ7*"У*^ •• Г' ■...1-:.. .; • ..■.'•:. .'."•; гг.» 



ъдующую фориулу 
■к1д а ^^ |_л-4-V« I 
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—какое нибудь четное чисЛ.'' -|'|:..=.1'"><>) ..,1:1 -.) . п }1ищ->ч 
Дирикхе даетъ следующую фориулу: 

X, V 

Въ томъ случать, когда >^вег|пвнд ^=±=1^ аимцм фо|1аци1§ (18) 
придать иной видъ. Можно полагать, чтоХ-ьу| и ^ состоять изъ 
множителей, срав&имыхъ бъ ч-1 ^к — ^1 по! мод^глю ^ч^-Щ по|* 
этому изъ фориулц (64) сгр&нШ]1Ы 235 легко < вывеси"! 1 ' 

Такимъ образомъ формулу (13) можно щапи&ать иначе такъ, если 
^ не равно =ь1: ' ^ ' 

X, V 

Въ формулахъ (13) и (14!)'(»>обозк8(4ает^ безконечно малое число. 
Суммы въ этихъ формулахъ распространяются на ъс/^ значенш 
д^й!^)('^^^^V• меЛД^' '^со' 'к' '4-^«4у У;^6Йе^81{кющш''^^^^^^ 
1) X дМствительное число вида 4^-4-1; 2) V такое ^ё ^6I^Ь^Ци^(а 
2К (Л' можетъ быть и пул*); 8) Х-ну«| число первое съ В. Сум- 
мированхе должно прбизводи^ь^ н0 приравнивая нулю р, которое 
приравнивается нулю по проивведевш суммироватя. Поэтому 
п(№ра(в0ятБ 1^ нулю прежде <суй11ИрЬв&&Ь|<мЬк0а'^4гл1кб; Ш^ё^^ 
ливъ сначала тотъ порядокъ суммировашя, который дМствительно 
щ^^ть то же, что получ^лос^ бы, Ь4ли прежде |сук|[&^овать, а 

потомъ положить р=0. ' ^ ^ / I V — . 

§ 79. Разсмотримъ сначала, какое соотношенхе между числами 
1(|«^|;овъ цервонАчадь^ыхъ форм1^ .цс1рва»г« рма въ гом1^ислуча1^ 
когда 1>=^ Г^, и въ томъ случае, когда ^=х^) ^^ посл^ец^ 
с;дуч|1'Ь будвмъ вааывать В черезф Х1\ . - ^ У1| 

Будемъ, ради краткости, полагать Х-» Vг=п|I Разсмотрш^^ форт 
мулу (13), считая сначала 1)=2>', а потомъ 2)=:хв^- Для случая 



-= гвб 



первыя съ •/^; легко сообразить, чт^о.. 



.. ■ .и'.С» . 



т^'^''-ш^тШ^^''г- <-' 



X, V 

гд'Ь произведете распространяется на всЬ первоначальныя Гауе- 

Г I « I ЩвУ+П ~ - I 8;] Щ^УЧ ~^\ 8 \ N(8)*+ V "*■ •• 



Перемножеше тяеихъ бе^конвчвып| рядовк даетъ сумму членовъ 
вида , ! >. < 



N1.)' " ;| ' ■ -г'' и г ' ■' .1 1 г 1 1/111. .1, .. X I- 



I 



2У(Г5"^У'^"...)^^^^ 



■^ тавимъ образоиъ поаучинг первую чаоть рав'ейства (15). 
Пусть теперь въ формуле (13) * 






Такь ццъ 1^щ\\к,!$Щ^цтте^яо^ск^^ равенъ ^ н'1вотороВ 

<?^11еци ^, то. 



ч 






1}о»тр||у В1ь.фррму14.(13) цощт^^М эвм4нйИ| череаъ ^=:/^V^Во 



>4 •<! 1 / • 



■■2[|]^лУ^*111'-[т]^^с)-^-^Г'- ('»)• 

А, V I ,, - 

1^ {: |)бМййчМт'^1Мбв^3110|Мыйь М|)в^йк|4^ чис)1а,- 1Гё1№М 

Пусть г 9гер0ож?шл1»иое ч^^блщ9Ло9я1Л^е€ кшШттелёМъ еъ'V^ по 
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Д{._[^]^г-Г' 



: I : • ' < .' ч 



'•А 



Назовемъ черевъ Н\ Т ж 11' таш аке чшиш, что Н, Т е Т/; 
только первыя пусть относятся къ опред&штедю В\ а вторыя 
къ В. Тогда И8ъ предъидущаго легко заключаемъ, что 



п 



Зам^тинъ теперь, что Т и иУ суть рФшенга уракнеШ 



поэтому 






гдЪА — цФлое^ дМствитадьное число. Поэтому равенство (17) мо- 
жемъ написать такъ: 

г 

Зная Я', мн съ Е^мощью (17') легко внчислимъ Щ ш^Ь ^ЬлО 
множителей г ограниченно. Формула (17') замечательна т^мъ, 
что въ нее входятъ только ращональныя, д'БЙствительння числа. 

Изъ предъидущаго заключаемъ, что водр^осъ сводился къ ощ^р^ 
делен1ю числа классовъ формъ первоначальвыхъ перваго ро;|;а д^л;| 
случая Г=е:1. Далпе мы и будемз^ пртимащь 

§ 80. Въ формул!) (14) символъ Эйзенштейна 

» . * 

, • • ^ - • . • -^ 






с '1 



4 * Г^ „ 



1 







М =г^')(^) 



! : 



Вопукъ тпер& п тшЕЦ каков! А--•-^- ж А^.-^Въ. Ъ 

•бярссъ жкптеле! сь ^-»-В1Г. Шпъ ^^-«-^ чвсм и е р ш о с съ ^-^& 

ж 




Т01гда хистппехьаое осхо 5— верме сь А-^Вк к съ Р. 'Яа^в 
врехьядтще! ЖпгЬ нн 






ел'кдомтедьно Л^ '^В^^-'\шио первое. съ, Р. Есдм же 




\-^-п=Г^Г^У9А--'^)^ ^^В^={А'-*'В^м\^•%о^) 



ш Х^^^ . ид I м*#ть-. »<ммт1 «кителе! о» 4"^^% м 



г' 



0|С1^да пдхмъ. что ']ф1 заж^н! дЙ^Афтейнбвепго аЕ^ода ёкн- 
шоияЫ Яюбк ш/ дсшБЕог рлёпрос^^шть сумжу на таш'^ '»а- 
четгм л в V, ди кото]^11!игь 7:*н^V•— 41кс1Ь первое (г X. а АИ^^^ 
^у^ц(^ъое съ Р. ^ ^ . . 

Итакъ, есдв ^^=^/Я ^ ^^^^"^ ^ ^^ равно =ь1, 



. 1 
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Днрякде, въ первомъ прибавлен]н сэоего учебника (Уог1евип- 
;еп оЬег 2аЫе111Ьеопе, гшхЬе АпП^^}^ 



9тЬж% 



т 

гдЪ Р — нечетное положительное число, не содержащее квадрат- 
выхъ дФлитблейу к — число первое съР, положительное или отри- 
цательное; сумма 1^ формуле (20) распространяется на вс^Ь по- 
южительныя ш, меньш1я Р и первыя съ Р. Въ формуле (19) Р 
— число вида 4Л^-н1; поэтому въ этой формул'^ мы, вм'Ьсто (20), мо- 
жемъ брать равенство 




ф-жЩУ^- <^ 



т 



Формулы (1}0) и (20") даютъ вамъ возможность зам'Ьнить одннъ 
И8ъ символовъ Якоби въ формул*]^ (19). Для зам'Ьны другаго сим- 
вола вывсдемъ другую формулу. 

§ 81. Возьмемъ два раве^тва: 

В^,^^К,„е ^ , (21) 

аг=0 

въ этихъ формулахъ у обозначаетъ н'Ькоторое положительное^ 
нечетное, первоначальное число, а, />, с, ш и л— ц^лия, д'Ьйствитель- 
ныя числа, 

7^;>т^0, /)>г/^0; 
предполагается, что а, Ь я с не д'к1ятся рапонг па ^). ("имволг 



© 



равенъ нулю, если ^ дЬлится на р^ и сравнимъ съ д^ 
по модулн) 'р, если д не д11лится на р) въ посдЬднемъ случаЪ 
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сшшвошъ рам9ь шли -н!, к]ш — 1. Суммы берутся ди всЗ 
лУ1ъ X Е у мешку упашгашш гь форнуяахъ пред^ажмк. 

Будемъ въ формуле (22) досдфдовательяо поигать 

мггО^ 1л 2, 8^..^.^1 — 1; 
суммируя полученные результаты подстановки, получаемъ 



г^р— 1 Зжж» |=гр— 1 

*-0 г«о 



-♦-€ -I- -не 



} • (23) 



То, что стоить въ крЬвыхъ СЕобяахъ. равно нудЮу если / не 
равно ш (ибо тогда это будетъ сумма корней уравнешя ^=1), 
и равно Ру если {=гт; поэтому равенство (23) можемъ напмсать 
такъ: 

г^ар — 1 2тжк{ 



(24) 



Положимъ теперь въ равенствахъ (21) и (22) 

т—1у п=ку у^^г, 
а въ равенстве (24) 

тогда получаемъ 

«"=30 аг, «*=0 

р^\ 2кеж% 

хг=0 
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Сравнимъ теперь коэффищевты Ъ„^ „ и &«,, „. Если о?, ш я п не 
д^^тся на ^ и если д — первообразный корень модуля р^ то всегда 
найдутся так1Я числа е и ^, ц&1ыя, больш1я или равныя нулю, что 

х^пд^ {то€1. р)^ х=тд^ {то€1. р)] 
ел'Ьдовательно 

ш^=р — 2 2тпд-кг 

д=эр — 2 ^ 2тпд^кг 

Итакъ, если |)>т>0, ^)>п>0, то 

Ь«, н=&«, «. (27) 

Разсмотримъ теперь 6^,0 и ^^о,!» {ш не равно 0). 



гсвр — 1 

^'''-=рЪ[ р ;• (2^^ 

Буденъ въ этомъ параграф*! употреблять обозначеше 

ас—Ь'=П 

и положимъ. что в не дтьАится на р. 

Если а д'Ьлнтся на р^ то Ь не д'Ьлится, и тогда при изм'Ьненш 
X отъ нуля до |>— <1 формула 2Ъхч-ст получаетъ р различныхъ 
значевШ, составляющнхъ полную систему вычетовъ по модулю /); 
поэтому 

19* 
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Но в% такомъ см\чл\ 

Если а не делится на р, то 

Пусть а, ос", а", л'", есть полная система свадратячныхъ вы- 

четоЕъ модул р^ а ^, ^', ^", ^'\ но^шая система квадратич- 

янхъ невнчетовъ модули р. Если Ъ — ^хвадратичннй вычетъ мо- 
дули р и если г не д^^тси на р^ то всегда можно найти такое 
а, что г^^=:Лл (яю(/. ^\ сл^кдовательно 

гд-Ь сумма распространяется на вс^ а, прннадлежащ1я одной н той 
аве полной системе вычетовъ модули ^I. Если В — вевнчетъ и ;? не 
делится на р^ то можемъ положить я1^=1>^ {то^. р); следовательно 

' р ■ 

гдЪ сумма распространяется на вс^ |3 одной н той же полной систе- 
мн вычетовъ модуля |). Вопросъ, следовательно, приводится къ опре- 
д^ленш числа вычетовъ и невнчетовъ въ рядахъ чиселъ: 

1 -на, 1-на', 1 • а", 1 • а"' ; 1 I Я- 1-^]3'. 1^?'% 

Будемъ подъ 

подразумевать квадратичные вычеты л невычеты, закаючающ1еса 
между нулемъ и р. Пусть 

5— число р^шешй уравнетн 1-ыаг^,г=:а/. 
^— число решенШ уравнешя 1н х,г=^р,, 
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^ — число р'бшешй уравнешя 1 4-|Зд=а^, 
т— число р-Ьшешй уравнен1я 1-*-Ро=р/. 
Мы будемъ различать два случая. 

1-ый случай. р=\ (тоЛ. 4). Тогда 



СтИ^ ' 



р — 1 есть квадратичный вычетъ. Если къ вычету ^—1 прибавимъ 1, 
то не получимъ ни квадратичнаго вычета, ни невычета; поэтому 

5-^,= ^-=?, Сннт=^. (31) 

Всл'Ьдствхе т'Ьхъ л&е причинъ можно положить 

тогда >) обозначаетъ число р'ЬшенШ уравненхя 

2^ — число р'Ьшешй уравнен1я 

т — число Р'Ьшешй уравнен1я 

Следовательно 

Г1=1 (32) 

Легко завгЬтить, что число р4шен1й уравнен1я 1-1-^0 |.р/==р 
равно числу р^шензй сравнен1я 

1-+-^-н^'=0 {то(1. р). 

Но 1=|3^" (то(^. р), |3'-^а^ (тос^. р); сл-Ьдовательно т есть число 
р^^шетй сравнеша 

|5"-ь 1-4-0=0 {то(1. р) 
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ин ЧИ&10 р'ЬшенШ уравнен1а 1-«-а,-»-|},==р. Итшъ 



(33) 



Р^^шая уравненк (31), (32) н (33), полуиемъ 



5=гг?,^&=„=-?=?, (34) 



2-ой случай. р=3 {тоЛ. 4). Тогда 



СтУ-ф 



и р — 1 есть невычетъ; поэтому 

5-*.^=^-=1, С-.-х=-?=^. (35) 

Всл'Ьдствхе тЪхъ же иричинъ можемъ положить 

4 

V 

сл^^довательно ^ обозначаетъ число р^шешй уравнеихя 

— число р'ЬшенШ того же уравнешя, а Т^ — число р^Ьшешй уравнешя 

ми сравнешя 

^-^'^-*-^'=0 {тоЛ. р). 

Но 1=^^" (тос2. ^)), ^'=а^ («мо(2. |7); следовательно 2[ есть число 
рЪшев1й уравнешя 

Изъ предъидущаго заключаемъ 

5=1;=:т=«=^,>,=^-±1. .(36) 



1 



Равенства (34) и (36) даютъ яамъ общую теорему: еь смстемчь 
чисем ' * ' * 

с — 

1-4-а, 1-»-»', 1-1-^с^ 1-4-»", 

всегда .невыцвтовъ на единищ болпву чтьмъ еычетовъ; в% систем^ь 
же чиселъ 

1-+-^, 1ч-^', 1-ь,3", 1 -^ ,3'",...... 

равное число квадратичныхъ вычетовь и невычетовъ. 

Последняя теорема покаатя^/сь/пщъ, что въ р^квенствахъ (30) 
и (30') . .- ' 

а р 

а потому, если V не д-^лится на р^ то 

&о.. = -^(^)=Ь..«. (37) 

Доказавъ равенство (27) для всякихъ т и щ получаемъ изъ 
равенствъ (25) и (26), если В не дтьлится на р, 

/ ак^ -^2Ък1'^(ЛЛ _ 1 у1у1/ аа;--н2Ьа?уч>су- \ р .„. 

Доважемъ теперь, что формула (38) в^Ьрна и въ томъ случае 
когда |1— число составное^ если только это р не содержать кбад- 
рахныхъ делителей и ас—Ъ* — число первое съ р] это доказатель- 
ство будетъ основано па изв']&стномъ способ*]^ заключен1я отъ п 
къ л-1 1. 

Пусть р^^рУу гд* г — первоначальное нечетное число, не д-ЬлЯ" 
щее составное или первоначальное нечетное число р'] р' не со- 
дер«ит;ь |свадратныхъ .д'Ьлителей; р' и г — положительныя числа. 
Положам^у что доказаны формулы: 



Г (ас'\^^2Ьк1^с1' \ _ 1 V у т'-ь2Ь$у)>нсУ1^ 



Е, л=ю 



— 2М — 

У / У— \ Р / 

Мы полагаемъ, что ае — Ь' — чшсю пертее съ р ш чп ешшшажа 
{-) , ( ~^ ) ' ( ' ) Р^в^ иулю, есл п — число не первое сър^ р\ г. 
Перемножеше даетъ нжхъ 

V р )~рЬ^ ^-\ г '^ 

.^, / а>х--н.2ЬцХ^сХ^ ^ ^-'•{'(] + ^)-Ч-г4)1 (39) 

Полагая 0^а;<|), 0^<^/», хохемъ всегда наодсать: 

Г|> Р ^ Р Р 

X и у ори этомъ равны или 0^ или единице. Сл'бдовательно 

Мы знаемъ иаъ теорш сравнешй, что о; и у, оаредйдиемыя 
сраввеи1ями 

р\'\ г\к=а: {той. />), |>'г^н гл^у (шо^Л 1^)5 (41) 

лолучаютъ не одинакивыа аначен1я для различныхъ системъ Е, |х 
и >), X; поэтому, зам^Ьвяя въ равенстве (39) степень е черезъ 
равное ей выражен1е, въ которое входить а: и у (см. (40)), мы 
долягяы будемъ х и // придавать всЬ эначешя отъ' О до р — 1. 
Изъ сраввен1й (41) можемъ вывести следующее сравнете: 

р'Ча$*-н265>)4-с^<*)-^г"(а|х'-4 2/>р1Хм-(Л*)=ая?*ч-26а?у-| су' {тоЛ.р), 
откуда сл^дуетъ 
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• . ./ 



Такимъ обра8омъ вм'Ьсто (39) имФемъ 
/а к^'^2Ьк1'^с1' \_ 1у\У^/ах'^ 2Ьху-^-су'\ ' р .^ 

Ж, у— О 

Такъ какъ отъ подстановки вм'Ьсто г и ^ разомъ величцнъ р^х 
я р — у символъ 

7~ / 



с 



не В8м*6няетъ своей* велвчини, а показатель у с въ формул'Ь (43) 
м'Ьняетъ свой знакъ, то фррмул*Ь (42) можно придать следую- 
щШ видъ^ въ которомъ уже це войдутъ мнимця количества: 

/ак'-^2Ьк1^ с1Л_1уу / ах' ^2Ьху^су^ \ 2{1х'-ку)т: ' 



Въ формулахъ (42) и (43) ножемъ положить а±^1, 6=гО;д==1, 
ибо тогда ас — Ь^ не будетъ им4ть общихъ д-Ьлителей съ какимъ 
бы то ни было числомъ. Положимъ еще,; что р^^ =^=Ь, гд'Ь знакъ 
должно выбирать такъ, чтобы =ь7у было положительно; положимъ, 
что й=Х, ?=>г, тогда получимъ т* формулы, который намъ необ- 
ходимы для преобравовашя формулы (19). 



( ■ 






л?, у=0 
X, у= ±Х — 1 



(^1^у1^у;^(^^^ш^^у^^ ■, <«) 



«, У -О 
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если Ь положитепно, то ьъ форм^шжкг* (44) и (45) должно 
вместо =±=Ь брать -«-Д если же Ь отрицательно, то — Ь. ЗажЬ- 
няя въ равенств'^ (45) у черезъ гьХг— у и складывая результатъ 
замены съ (45), получииъ третью форму для нашего равенства: 

л, у— О 

Зам^твмъ одну особенность нашего изложен1Я'. во всЪхъ по- 
сл'1^днихъ формулахъ, начиная съ (21) и кончая (46), символъ 

( — I им'Ьлъ для насъ три значешя: О, 4-1 и — 1. Напоннимъ, 

что и Дирикле при вывод^Ь формулы (20), въсвоихъ УоНевип^еп 
йЬег 2аЫеп(Ьеопе (§116 втораго издатя), допускалъ три значешя 

для символа ( — ); поэтому въ формула» (20) и (20') намъ не 

за ч^мъ полагать к л т числами первыми съ Р. Поэтому при 
изм^^ненш X и V въ формуле (19) не за ч%мъ заботиться о 
томъ, будетъ ли X--I-V* число первое съ X, а ^1л-^-БV — первое 
съ Р. 

§ 82. И трет1й символъ формулы (19) мы преобразуемъ, хотя 
несколько искуственнымъ образомъ. Формулы (12") Дврикле пред- 
ставляетъ одною формулою 

Х«+у«— 1 (Х-4-у)«— 1 






е * г ' , (47) 



подразумевая подъ б положительную единицу, когда х=1 или 1н-|, 
и отрицательную единицу, когда у(=г или г(1 -*-%); я подъ 8 — по- 
ложительную единицу, когда ^=1 или ц и отрицательную еди* 
ищу, когда )г=1-1-г или #(1-4-е). Та*ъ какъ X нечетно, то X* — 1 
д^Ьдитса на 8; поэтому, полагая у=2п, можно предъидущую фор- 
мулу написать такъ: 

(\4-уу-1 
1-У ^1^*8 ^ . . (47') 



[ 



Хч-у*] 
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Легко убедиться теперь въ верности сл']^дую1цихъ формул: 



(Л+У)»-1 



-е , о —21 



4 

-н е 






гд4 6=0, если 6= Ч-1, и 1, если б= — 1; 9=0 при 5= -4-1 и 
9—1 при 8=^ — Ь Поатому| в1йсто равенства (47'Х можемъ на- 
писать: 



[аК:^л:^ш!-^^^^^^ 



(4А+ 1 +2п)фт (4Л Ь 1 + 2п)фП1 






ч-е 



[лт 



МП положили Х=4А-н1/гд'Ь /^ — положительно, или отрицательно, 
или нуль. 

Въ форму)||ахъ (44) и (46) можно ^х—\у заменить черезъ 
Ха? ^'^^ ибо, во первБГХъ, X'-ьV* симметрично относителд»н6 X и V 
и, во вторыхъ, у можно въ суммахъ заменить черезъ =ь^ — у. 

Пользуясь формулами (20), (44) и (48), можемъ формулу (19) 
нависать такъ: . ,,. 



" к, 11= — о» 



А, 11 = — се 



Р(Н,п) 



т 



(49') 



=2 



«|У«±Х— 1 я— Р— Г 






1, 1 2х 
И'— ^т 2=^ 



2Ле 
2Ая 



8= 



2* 



6'= 



1 
-2? 



4у ^Ля 



I. 



(49") 



1^(%, п), В у 8 у В! и У должно н'Ёсколько изм'Ьнить въ частныхъ 
случаяз^ъ; а именно: если Р=1, то сл'Ьдуетъ изъ формулъ^ опре- 
дЪляющихъ эти величины, вычеркнуть «ыражешя: 
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I • (?)-'-г>^'^ <■"■•' 



если /у=гь1, то сл']Ьдуетъ вычеркнуть выражен1я: 

жНу- I 

Впрочемъ выражен1я Д 8, Е' и 15^ можно и не изм'Ьнять, и(^о 
^гш__2 Ддд большей ясности зам^тимъ относительно х ш у сле- 
дующее: X и у изменяются отъ О до =1=2^ — 1 такь, что х^-^у^ 
измньняется отъ 1 до 2(=±=2у — 1)\ 

Прежде, ч'Ьмъ идтр дал'бе^ мы должны сообразить,, какимъ 
обравомъ. можно освободиться отъ р прежде суммированхя. 

§ 83. Разсмотримъ двойной безконечный рядъ 



^т, п 



Шу п 



(50) 



въ которомъ $— н'Ькоторое положительное ц'ккое- или дробное 
число, а коэффищенты — вЬкотория дМствительныя числа, абсо- 
лютная величина которыхъ не превышаетъ некоторое положи- 
тельное число С; ти>г— ц^лыя числа. Мы будемъ полагать т и 
п положительными, изм-Ьняющимися отъ 1 до со. 

Зам^тимъ теперь же, разъ на всегда, что свойства, которыа мы 
впредь докажемъ для ряда (50), будутъ в']Ьрны и для такихъ двой- 
ныхъ рядовъ, въ которыхъ тип могутъ быть отрицательными. 
Д'Ьйстви!гельно, если тип могутъ быть отрицате«п>ными, то 
двойной ; рядъ можно будетъ разд'блить на четыре двойные без- 
конечные ряда, въ крторыхъ тип можно уже положить поло* 
жительными. Что касается до случая, когда одно из! чиселъ т 
или н равно нулю, то рядъ 



Ь т" 
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будетъ сходящШся всаюй разъ, какъ 8^ ^ ; къ случаю же, когда 

8<[-, очевидно, можно приложить разсужден1я § 101. учебника 

теор1и чиселъ Дирикле. 

Принимая тип положительными, будемъ, ради краткости, упо- 
треблять обозначеше 

Расположимъ для ясности вс* а^,„ въ табличку: 

«м Л|.2 «из »1л ^иь Лм 

«2,1 ««,2 ОЗ.П «5,4 «2.5 ' Од.в ....... . 

«3,1 «3,2 «3,3 «3,4 «3,5 «З.в 

«4.1 «».2 «4.3 «4,4 «4,5 «4,6 (51) 

«5,1 «5,2 «5,3 «5,4 «5,5 «5,6 ••••••• • 



Будемъ предполагать, что вс% а, имЪюпця одинаковые первые ин- 
дексы, расположены въ одну правильную строку, а вс! (<, им'бющхя 
о;(инаковые вторые индексы, расположены въ правильный стол- 
бецъ. Будемъ, ради краткости, называть {-ымъ стоЛбцомъ тотъ 
С90хбе11(ъ, который состоитъ изъ а со вторыми индексами, равными 
{; также будемъ называть /-ою строкою ту строку, которая (со- 
стоитъ изъ а съ первыми индексами, равными I. 

Докажемъ сначала, что при 8^1 разсматриваемая нами двойная 
строка, сумма вс^хъ (51), сходящаяся и даётъ всегда одцнъ и 
тотъ же результатъ, въ какомъ бы мы порядке ни суммировали 
члены. Это будетъ доказано, если докажемъ то же для двойн^^го 
ряда, въ которомъ вс* а^, „=С. Бр10 и Буке, на страниД*! 106 
втораго изданхя своего трактата объ эллиптическихъ функщяхъ, 
доказываютъ, что двойные ряды, состоящ1е только изъ п'оложи- 
тельныхъ членовъ, даютъ одну и ту же конечную сумму при 
всякихъ спрсобахъ суммировав1я, если только даютъ эту конечную 
сумму при одномъ какомъ нибудь способ'^ суммировашя. Такими 
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образомъ все доЕазательство сводится къ С7]и1ирован1Ю шкшъ 
ле6о способомъ чиседъ (51) при предположенш о^. п=^ 8^1. 
Найдеиъ сумму I первыхъ членовъ /-ой строки и I — 1 дервыхъ 
членовъ 2-аго столбца. Наиненышй знаменатель въ этихъ 2/ — 1 
членахъ будетъ 

(Г-*-!)'; 
поэтому можемъ написать: 

ДальнМшее суммированхе мы будемъ производить, изменяя 2отъ 
1 до ж; тогда изъ предъмдущихъ неравенствъ заключаемъ: 

25 — 1>1; известно же, что посл'бдшй рядъ сходяпцйся, если 
2в—\^\. Стало быть и та сумма, которая стоитъ въ первой ча- 
сти посл'Ьдняго неравенства, равна конечной величине, что и тре- 
бовалось доказать. 

Но если 5=1, то предъвдущее доказательство не годится. Од* 
нако и въ случа'6 $=1 рядъ (50) при суммирован1Е мохетъ да- 
вать конечную величину, равную пред-Ьжу, къ которому прибли- 
жается рядъ (50), когда .9, будучи бол^е единицы, приближается 
къ единице; но для этого коэффищенты а,»,« должны удовлетво- 
рять н'бкоторому . условшу и само суммироваше должно произво- 
диться по плану, удовлетворяющему изв^стнымъ услов]ЯМъ. Эти 
услов1я будутъ предметомъ нашихъ дальн']^йшихъ изсл'ЬдованШ на 
столько, на сколько это необходимо для цЪли нашего сочинен1я. 

Разснотримъ безконечный рядъ 

въ которомъ ш— постоянное, ц'Ьлое, положите.льное число, а ^^0. 
Положимъ, что абоо/иатная величшш еыраженгя 
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п=р 



2]«.'"."=рр ■ .(53) 



11=1 



всЫа ментье нчькоторто полаоюительнаю числа С; р можетъ быть, 

■ 

какъ угодно, ведико. Очевидно, рядъ (52) нредставляетъ т— ую 
строку таблицы (51). Будемъ еуммировать рядъ (52) въ томъ по- 
рядке, въ какомъ написаны его члены. 
Составииъ новый безконечный рядъ: 



Возьмемъ сумму р нервыхъ дробей ряда (52) и сумму р первнхъ 
членовъ ряда (54); если вычтемъ изъ первой суммы вторую, то, 
очегадно, получимъ 

[т'-^(р^т' • 

Такъ какъ абсолютная величина ^^ меи^Ье С, а 

[т''^{р^1УУ 

бёзпред^ьно увеличивается при увеличенш р, то ясно, что ряды 
(52) и (54) им'Ёютъ тотъ же конечный или безконечный пред'Ьлъ! 
Разсмотримъ теперь сумму 

^*^ Ь^ц., +^Ьр+,-* -*-^+7-^1 • (55) 

Выражение 



{т'-^п'У {т--ь(п-4 1)»}' 

> 

положительно; коэффищенты же р^, ^р-\.^^ ^рцу •^я^/- 1 

или положительны, или отрицательны, или равны нулю; абсолют- 



шшм шемшчшшА эткхг с«»ффвфепоп шеш1е С. Поэтожт ^:<са1??«Ж1 
шемшчшшж суммы (^^9) бтд€тъ шеш^е чой стжжм, ипшржш штж%чшгсш 

лшчшиг сгшмы (-99, хегке 



ш это 2г(рно, кагь 6и вш бнло шелжко /. 

Ксля ши полохялъ />=1, то упцшмъ. что шбсохюгвжя шеличт- 
НА суммы / первихъ членовъ рядж ('>4) хенЪе 

Г' Г 
^ ~йг (56') 



(м^-н!)' 



какь велшш) ш было бы /. ^о есть ЛрвхЛ ирвнажъ того, по 
рядг (54) ям'Ьетъ конечный предЪжъ: абсолютная велнчжна этого 
оредДиа мен^е Ст"^. 

Пусть теперь нъ рядЬ (54) ^ впгЬвяетея. оставаясь боцгЬе но- 
ложительнаго числа х. Разд'Ьлнмъ рядъ (54) на щЛ частя: нервуян- 
конечную, состоящую жгър первыхъ членовъ ряда^ вторуян— без- 
конечную, СОСТОЯЩУЮ изъ всЬхъ остальныхъ членовъ ряда. Пер- 
вая изъ этихъ частей, очевидно, есть непрерывная функц1я 5; вто- 
рая же часть им'бетъ абсолютную велнчжну, хевыную втораго мвъ 
выражен1й (56), а сл^Ьдовательно подавно меньшую 



т^-^рТ ' 



Выбирая р достаточно большимъ, мы всегда моясемъ сделать тавъ, 
что посл'Ьдняя дробь будетъ мен'1^е всякой, напередъ назначенной^ 
величины. Пусть еь изм^^нешемъ 6^ предЪлъ ряда (54) д^Ьлаетъ 
при своемъ И8м%нен1и скачокъ, абсолютная величина котораго {х. 
Этотъ екачокъ можетъ только произойти отъ прерывнаго изм^не- 
В1Я второй, безконечной части ряда (54); но такъ какъ абсолют- 
ная иеличина этой части при изм'Ьнеши 8 остается мен'Ъе дроби 
(57), то ..•.?.! 

^^^ЛО{т' \р'У . • * " 
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Но было объяснено, что всегда можно выбрать л) на столько ве- 
ликимъ, что 

Оба послЪдв1я неравенства противорЪчатъ дру1^ ДРугу; сл^^дова- 
тельно рядъ (54) им'Ьетъ пред'кюмъ непрерывную фунщт 8. 

Все, сказанное выше о рядЬ (52), легко применяется и къ слу- 
чаю т=0, если заменить выражешя (56') черезъ С; въ такомъ 
случае мы получаемъ именно то, что изложено уДирикле въ§101 
его Уог1е8ип§еп иЬег ХаЫепЛеогхе. 

Итакъ рядъ (52) им']&етъ конечный пред'Ьлъ, который при изм^- 
ненш $ равенъ непрерывной функщи 8; абсолютная величина этого 
предала мен^^е дробей (56'). 

Разсмотримъ теперь безконечный рядъ 

А^-^А^-^А^-^А^-^ -^Ар-ь- ; • (58) 

члены этого ряда мы будемъ суммировать въ томъ порядк'Ь, въ 
какомъ они написаны. Абсолютная величина этого ряда, очевидно, 
мен^е 

^[^"^•^'^^"^^"^^'-*- ]• (^^) 

Рядъ (59) — СХ0ДЯЩ1ЙСЯ, если25>1 или8> . Сл-Ьдовательнр рядъ 

(58), а также двойной рядъ (50) при вшпеописанномъ способЬ 

суммирован1я им'Ьютъ конечный предЪлъ, если ^^к и если уело- 
В1е (53) удовлетворяется. 

Положимъ же, что 5]>х>- и что условге (53) удовлетворено. 

Разд'Ьлимъ рядъ (58) на дв'Ь части: на первую — конечную, содер- 
жащую 2^ — 1 членовъ, гд* с — ц^лое, положительное число, и вто- 
рую — безконечную, состоящую изъ всЬхъ остальныхъ членовъ ряда. 

Такъ какъ А^^ А,, А.^, Л^ , суть непрерывныя функцш $, 

то первая часть ряда (58) будетъ непрерывною функщею 8, если 
будемъ изм'Ьнять з. Вторая часть нашего ряда им1Ьетъ абсолютную 
величину, которая мен^^е 

20 
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[2'" (2'-ь1)*' (2^-1-2)*' (2'-*-3)*-' ] 

< Су^ -ь (2"^1)^» "^ (2"-»-2)« * (2%^"^ ]' 

и, какъ бы ни ивк^шиось 8, оставаясь бол^ %, всегда абсолют- 
на! величина второй части ряда (58) будетъ меиЬе посл^дняго 
сходящагося безконечнаго ряда, а сл^Ьдователъно подавно мен^ 

Положнкъ, что 2/.=1 -4-т, гд* т — положительное число; тогда вн- 
ражеше (60) можно написать такъ: 

сГ2-^ч.2-<^+*^^ч-2-^^+*^-*^....1=^^^=2-^"^Б, (60) 

гд'Ь в — н'Ькрторое положительное число, независимое отъ с, т.-е. 
отъ числа членовъ въ первой, конечной части ряда (58). Итавь 
абсолютная величина второй части ряда (58) при всЬхъ изм'Ьне- 
Н1яхъ 8 остается мен-Ье 2"'^ В.. Очевидно, мы всегда можемъ вы- 
брать с на столько великимъ, чтобы 2'"^^ В было мен^, какой 
угодно, положительной величины. 

Положимъ, что при измЪнен1и $ пред'Ьлъ ряда (58) сх&Еалъ 
скачокъ, абсолютная величина котораго а. Этотъ скачокъ можегь 
только произойти отъ прерывнаго изм']^нен1я второй, бсзконечной 
части разсматриваемаго нами ряда. Но такъ 1сакъ абсолютная ве- 
личина этой второй частя при изм'Ьнон1и 5 остается мен-Ье выра- 
жен1я (60'), то 

^,л<2-^^5. 

Было однако объяснено, что можно выбрать такъ с, что 2""'^В 
будетъ мен'Ье - и, что противор'Ьчитъ предъидущему неравенству. 

Следовательно рядъ (58) им^еть пред'Ьломъ непрерывпую фун^ 

кщю 8. 
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Мы доказали, что рядъ (50) при 5>1 даетъ конечный резуль- 
татъ нрн веякомъ способ-^ суммирован1я, если абсолютная вели- 
чина а^, п не превышаетъ изв^стнаго положителънаго числа; сл'6- 
довательно та же конечная величина , получится, если мы будемъ 
сначала суммировать члены каждой строки таблицы (51) отдельно, 
а потомъ будемъ суммировать результаты, полученные отъ сум- 
мировашя различныхъ строкъ. Пусть теперь условхе (53) соблю- 
дено$ если при втомъ $>^1, то получимъ, суммируя по строкамъ, 
непрерывную функщю $; сд'блавъ въ этой функщи $=1,получимъ 
конечную величцну, предЪлъ, къ которому стремится сумма (50), 
когда 5 приближается къ единиц'^. Но только что доказано, что 
та же непрерывная функщя ^ получится при такомъ же сумми- 
рованш по строкамъ и тогда, когда 

поэтому мы получимъ тотъ же результатъ, если прнравняемъ р 
нулю передъ суммироваихемъ. 

До сихъ поръ мы предполагали, что суммироваше членовъ од- 
ной строки, а потомъ суммирован1е самихъ строкъ производятся 
въ нвв'Ьстномъ порядке. Разсмотримъ, необходимо ли это условхе 
въ случае 5=1. 

Если 8=^1 у то мы можемъ въ ряд'Ь (52) заменить вс'1^ а черезъ 
н']Ькоторое положительное число Д, бол'Ье котораго не можетъ 
быть ни одна изъ абсолютпыхъ величинъ а, и все-таки рядъ (52) 
останется сходящимся, ибо 



Но известно, что въ такомъ случае рядъ (52), съ его первона- 
чальяыйи коэффицтентами а, даетъ одну и ту же сумму, въ какомъ 
бы цорядк^ ни производилось суммирован1е. 

Рядъ (59) при 8=1 также сходящейся, и члены его можно сум- 
нировать, въ како\1ъ угодно, порядкЬ; поэтому то же самое в^^рно 
н для ряда (58). 

20* 
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Итакъ въ двойномъ ряд']^ (50) молено положить ^=1 передъ сум- 
мирован1емъ, если условхе (53) в'Ьрно для ряда и если сумммрован1е 
производится въ сл']^дующемъ порядке: 1) складываются вс% члены 
известной строки, въ какомъ угодно, порядке (или вс^^ члены из* 
в-Ёстнаго столбца, если въ услов1и (53) т — переменное, а п — посто- 
янное); 2) складываются результаты, полуленные отъ суммирова- 
Н1я строкъ (или столбцовъ). 

§ 84. Прим'Ьнимъ предъидущ1й анализъ къ формул-^ (49). Легко 
зам']^тить, что выражен1е 

МОЖНО разсматривать какъ алгебраическую сумму выражен1Й 

если въ выражен1яхъ Л и /V, опред^ляемыхъ (49"), допускать 
для Ф три значен1я: О, -ь! и — 1. Ради краткости изложетя, иа 
и допустимъ дМствительно на время для ^ три значетя. 

Будемъ впредь принимать Ь полоо/сительнымъ; это можно сд*!- 
лать, ибо для каждой формы ах^-%-2Ьху-^су^ съ опред^ителемъ 
/) можно найти форму агх^ -н 2Ыху -♦- сгу^ съ опред^лителеиъ 
— 7). Очевидно также сл-Ьдующее: если формы ая?^-ь2Ьггун-су* и 
а'х'-^2Ь'ху-^-с'у^ неэквивалентны, то и форма шх^-^^Ьгау-^Ыу^ 
неэквивалентна форм-Ь аЧх^-^2Ь'гху'^сгу^] наоборотъ, если первая 
пара формъ эквивалентна, то и вторая. Также легко вид'Ьть, что 
вторая часть равенства (49) им-Ьеть одну и ту же величину, бу- 
детъ ли Ту положительно, или отрицательно, если только абсо- 
лютная величина Ь одна и та же. 

При равсмотр'Ён]и ряда (61) будемъ различать четыре случая: 
1) случай, когда Р не равно 1; 2) случай, когда Р=1, но у не 
равно 1; 3) случай, когда Р=1, у=1> по у не равно нулю; 4) 
случай, когда Р=1, х=1, У=^- 

1) Положимъ сначала, что Р не равно 1. Придадимъ п два 
значешя: 



— 309 ~ 



п=Пу, п^=п^ч^ЛЫ, 



гд'Ь По и I— н^воторыа цЬдыа числа. Легко вид'Ьть, что для обоихъ 
этихъ значешй п выражеше 

шжЬеть одну и ту же величину^ если 4/г+1 одно и то же въ 
обоихъ случаяхъ. 
Буденъ придавать теперь п последовательно значен1я: 

По, По-ь4Х, ПоН- 81., п,^ЦР-1)Ц (63) 

тогда выражен1е (62) им-Ьеть всегда одно и то же конечное зна- 
чев1е. Между числами (63) н^тъ чиселъ, сравникнхъ между со- 
бою по модулю Р, ибо Р — число первое съ 4Х; сл']Ьдовательно 
числа (63) составляютъ полную систему вычетовъ по модулю Р. 
Пусть теперь ^ — число первое съ Р, тогда числа 

2Вт., 2Вфо ^-4Х), 2Б^{По"*-4(Р— 1)Ь} (63') 

также составляютъ полную систему вычетовъ по модулю Р; по- 
этому! если въ формуле 

—Р- (64) 

е 

величине п будемъ придавать различныя значен1я изъ ряда (63), 
то получимъ всЬ корни уравнешя 

Тавъ какъ сумма корней аослЪдняго уравнев1а равна вулю, то 

у ^(4Л+1)Л11<+я51п_о^ ^64') 

п 

если сумма распространяется на исЪ п изъ ряда (63). 

Если ^=^'а, Р=Р'а и если / — число первое съ Р, то выра- 
жеше (64) обратится въ выражен1е 
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а рядъ (63) даетъ а разъ полную систему вычетовъ по модулю 
Р". Сл']^довательБо, придавая п всЬ значешя изъ ряда (63), мы 
получимъ изъ посл^^дней нашей формулы а разъ ьсЬ корни ура- 
внен1я 

а потому равенство (64') и въ этомъ случае вЬрно. 

Случай, когда ^ д']&лится на 1\ намъ не за чЪмъ разсматривать, 
ибо въ формул* (49) л изменяется отъ 1 до Р— 1. 

Будемъ теперь п придавать век ц^лыя значешя отъ п^ до 
п,^'» 4РХ — 1 включительно. Век эш 4Р/у чиселъ можно разде- 
лить на 42> группы, подобный (63); при изм^неши п въ пред^- 
лахъ каждой группы равенство (64') удовлетворяется; следова- 
тельно 

я-п„+4Р2^— 1 

I 

Известно, что е^^=со8х-^г8гпх и что абсолютный величины еоэх 
и 8гпх при X дМствительномъ не превышаютъ единицы; поэтому 
и д'Ьйствительная часть, и ко8ффиц1ентъ при % въ выражен1и (61) 
таковы, что сумма (53) для нихъ всегда мен'Ье 4Р1у; предпола- 
гается, что суммироваше для п положительнаго отдоено отъ 
суммирован1я для п отрицательнаго и нуля, какъ это объяснено 
на страниц1Ь 300. 

Можно впрочемъ легко доказать, что то же заключон1е в']&рно 
и въ томъ случаЬ, когда рядъ (61) одновременно (параллельно) 
суммируется и для п положительнаго^ и для п отрицательнаго. 
Д'Ьйствительно, рядъ (61) можно написать такъ: 
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Полагая въ равенстве (65) п^ аоложительнымъ^ а потомъ зам'Ь- 
ная въ этомъ равенств']^ п^ черезъ —п^ — 4РЬч-1, легко съ по- 
мощью сложен1я выводимъ: 

2 е<**+^>«"»(^„5«=0. (65') 

Посл^ ЭТОГО понятно, что и въ этомъ случае абсолютная вели- 
шш суммы (53) всегда мен^е н^котораго положительнаго числа, 
дегко О0ред'1^ляемаго. 

Итакъ суммированхе въ выраасенш (61) можно производить 
если Р>1, сд'Ьлавъ передъ суммировашемъ р=йО; при этомъ сум- 
мировать должно такъ, какъ это объяснено на страпиIV]Ь 308. 

Легко повторить- предъидущШ анализъ и для случая Х=1. 

2) Пусть Р=1, но у не равно 1. Будемъ придавать п послЬ- 
довательно четыре значешя: 

п„ п^-^Ц По-^2Ц По-н31г; (66) 

если при этомъ 4А-н1 постоянно, то выраженхе 

е ^ 

дШ| вс^хъ четырехъ значен1й (66) п им'Ьетъ одну и ту же вели- 
чину^ Равсмотримъ же, какъ различаются выражен1я: 

е^ , е^ , е^ , е^ . (67) 

Если х=Ь то 9=0, 0=1. Въ такомъ случае два изъ чиселъ 

По, ^о-^А п^'^2Ц п^ч-ВЬ 

четны, а два нечетны, ибо X нечетно. Поэтому изъ выраженШ 
(67) два равны ч-1 и два — 1.^ • 

Если )^=1-ьг, то9=='=1> ^=0. Числа (66) несравнимы 
между собою по модулю 4; поэтому выраженхя (67) суть т'Ь же 
быражен1я: 
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только расподоженныя въ нномъ порядке. Следовательно сумма 
четырехъ чиселъ (67) равна нулю. 
Если у=|(1-#-|), то 9= =*=17 ®=1- Ч[исла 

//,(9-»-20), К-1-Х)(?^-2е), (п.-ь2Х)(?ч.2е), (п,-4-ЗХ)(?-*-2в) 

будутъ н въ 8томъ случать составлять полную систему внчетовъ 
по ходулю 4, ибо 9-^2^ или равно 1, или равно 3. Поэтому въ 
этомъ случае сумма четырехъ чиселъ (67) также равна нулю. 
Итакъ во вс^хъ трехъ случаяхъ 



у ^(4А+1)В1Г1+11Л»_^^ 



если к ПОСТОЯННО) а я въ сумм% получаетъ четыре только зна- 
четя: п^, п^-^Ь^ Ло-ь2Ь, п^ч-ЗЬ. 

Посл'Ь предъидущихъ разсужденШ легко заключить^ что равен- 
ства (65) и (65') в'Ьрнн и для случая В=1; следовательно и въ 
этомъ случае абсолютная величина суммы (53) для действительной 
части и Д.1Я коэффищента при I въ выраженш (61) не превЕппаетъ 
4Х; также эта абсолютная величина не превыситъ известнаго 
предела, если суммироваше будемъ производить одновременно 
(параллельно) для п положительныхъ и п отрицательныхъ, вакъ 
это бьио объяснено на странице 310. Итакъ къряду (61) можно 
применить способъ суммировашя, описанный на странице 308. 

ПредъидущШ анализъ можно бьио бы повторить при Х=1. 

3) Пусть Р=1, '/.=17 но у не равно О или вообще не делится 
на Ь. Въ этомъ случае формула (61) имеетъ следующШ простой 
видъ: 

г \'^ 11 = — 0,0 

Если 2^— число первое съ X, то^ придавая п значенхя: 



« 
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%} ^0^1) ••о-*- 2) ^0-^3, Ло-4-Ь— 1, 

мы И8Ъ формулы 

люлупмъ вс% корни уравнешя а;^г=1. Такъ какъ сумма корней 
этого урагаешя равна нулю, то 



пв=п^-}'Ь^1 * 



2(4А+1)а;1г« Апук1 



I 



Ь ' ь 

в =0 . (68) 



Если у=у[а^ 2у=2у'а, гд* 2^' и Ь' — числа первыя между собою, 
тОу придавая п 8начен1я: 

По, По-ь1, Поч2, По-ь2у'— 1, 

мы изъ формулы 

в =е 

получимъ веб корни уравнешя % ^=1. Поэтому и въ этомъ случае 
(68) равенство в']&рно. 

Итакъ, если Р=1, /.=19 а ^^ не равно нулю или вообще не 
д'Ьлится на Д то при суммированш по п абсолютная величина 
суммы (53) всегда мен^^е Ь. 

4иу1г< 

Но если 1^=0 или вообще д'Ьлится на Ь, то выражеше в ^ 
при всЪхъ значен1яхъ п «равно 1; а поэтому это — единственный 
случай, когда равенство (65) не удовлетворяется. 

Итакъ, за исключен1емъ случая Р=1, /=г:1, |/=0 '), мывъ фор- 
муле (61) можемъ сд'Ьлать передъ суммировашемъ р=0, а на 



^) Эти сюва не должно понимать въ томъ смысле, что суммнрованге сна- 

г 

чала по п, а потомъ по Ь въ разсматриваеномъ случа'Ь невозможно: возмож- 
ность только не доказана нами. 
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еушыи, гпяасяпцлса кь Н па, схотрЪть какъ на обвжновенныя 
суммы у при чехъ суммировать сначала относительно т, а потомъ 
10, что получится отъ этого перваго сумхироваша, юмоопеаьмо к. 

Такого же рода разсухдеша иоказали бы намъ, тго можно сд^- 
лать ^=^0, потомъ суммировать относительно Л и наконецъ сум* 
мировать относительно п: въ этомъ случа^Ь возможность суннмро- 
ваша не буреть доказана только дм случая Р:=1г х^"^? 5гг=0. 
^отъ способъ сумжировашя мы прнм!Ъни]1ъ кь нашену четвер- 
тому С1учаю. 

4) Пусть /Ь=1, /=1, у=0, но х не равно О и вообще не д-Ь- 
лмтса на Ь. Въ этомъ случа'Ь равепство (61) обращается въ сл'Ь- 
дующее: 

, 2(4А-Ы)х1п* 
А, м-г« ^ 

р=о^ -^ {(4/г к1)^-ь4||^|*-*'^ ^ 



Л, п^— 



ос 



Пусть :г— число первое съ Ь. Будемъ придавать к посл^дова- 
тельно значепхя: 

А,, Л, ^ 1, Ао-^2, Ао-^3,. Л„ч-2у— 1; 

тогда выражен1е (1Д »-1);г; доставить памъ полную систему выче- 
товъ 1^0 модулю 2/, а выражен1е 

е ^ 
дастъ всЬ корни уравнешял/^=1. Поэтому 

2 е ^ =0. (70) 



•/ 



Пусть теперь х=х'а, Ь^^Ь'а, гд-Ьж' и Ь'— числапервыя между 
собою. Будемъ придавать к посл']&довательно значешя: 

Ао» Ао-ь1, Ао-ь2, А^,-нЬ'— 1; 
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тохяа выражен1е 

дастт^ нанъ вс4 корни уравнешя у =1. Поэтому равенство (70) 
и въ этомъ случа']^ в-Ьрио. 

Итакъ въ этонъ исключнтельномъ случа^^ мы можсмъ сначала 
суммировать относительно к, а потомъ относительно п^ прирав- 
нявъ р нулю до суммировашя. 

§ 85. Обратимся же теперь къ опред']^лен1ю выраженхя (61). 
Выражен1е П получится какъ алгебраическая сумма выражс- 
Н1Й 1^у умноженная на некоторый множитель. 

Такъ какъ каждому положительному п соотвЬтствуетъ въ фор- 
мул'Ё (61) отрицательное п съ тою же абсолютною величиною, 
то вёЬ члены формулы (61), содержащ1е гзгппЗк^ сократятсд; а 

потгрцу вместо е^ въ формуле (61) можно поставить савпЗт^. 
Такъ .какъ всЬ мнимые члены при вычислейш Н явъ фор* 
мулы (49) сократятся (и легко видеть, какимъ обравомъ), то мы 
будемъ только опред'киа[ть дМствительную часть выражен!» (61). 
Итакъ разсмотримъ двойную сумму 

М{х,у,^,^,Ь)=2^ Ту — 7 IV ' ^ ^ 

Вспомнимъ, что 



Положимъ, что 

В7:=г„ 2РЬ8=и {тоЛ. АРЦ, ^^=к.-~^, (72) 

гд^ и — положительное число, меньшее 4Р1у или нуль; сл']&дова- 
тедьво 

тгг5> — п. (72') 
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Пмкхчмп ^^ж^лашш (72), жредпакшап риевсп* |71> жксА- 



-*' « Уг г, '., '>)=Усо1 »2г— 1>г I 



1 Зж 



\('-^у Н)'- 



20И2; 2а»3: 2ео$А1 ] 

•(._')=.,. Г.-1)^з-- (,-!)=-..= -{■»«■ 

ДаI^в^йII[ее вычнедеше бтдеть основано на одао! форнт^^ Эй* 
дера, легко прогЬраемой поередствонъ шзЛствигь форкулъ, съ 
помощью которвхъ фушоця между ■зв^стннмв предЪжамм пред* 
ставл жегся тригонометрмческнмъ рядомъ. Впротемъ эту формулу 
можно найти въ большинстве подробннхъ учебнижовъ Анализа 
(нанрни^ръ^ бсЫдтОеЬ, Согарепс11ат <1ег ЬдЬеген АхЫуоз, г1ге11ег 
Вам^| страница 142). 

Депо доказать, «о для ^, 1(довлетвартащто уемопят 



-^^ё — г., 



т: е''^>»-в^^^ _ 1 2а>8^ 2со52; 

гд'Ь а, какая угодно, постоянная величина. 

Положивъ а=г — ^ , мы можанъ, сл'ЬдовательнОу вм'Ьсто форму- 
лы (73) написать: 

%г/ л\ о У ^ " *-е со8(2г — IV/; 

ж (., у, г, ,, «)=!!. 1 (^_.), _(^_п • -2;ГГ- • 

в — е 

Употребляя же обо8начен1я: 
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иолучаенъ 



Бр10 И Буке, выводя въ своемъ учебник^Ь теор1и эллипти- 
ческихъ функщй формулу (2) первой главы нашего сочинен1я, до- 
казываютъ, что эта формула в^рна для вс^^хъ такихъ х, у кото- 

рыхъ мнимая часть заключается между -*- -^ и — -^|=- . За- 

м'Ьнимъ въ формуле (2) первой главы о^ черезъ -к—^'^ тогда по- 

лучаемъ 

1Кх , , . 2Кх 

2аЛ 71 1 а . 1г 



2Кх~2 Лх^ . , . 1Кх 

, 1 
ее г— 1 *'— 2 

=*ЕЦ=р^ *^ (2г~1)а;. 

Возьмемъ отъ об^ихъ частей послЪдняго равенства интегралъ, 
пред'Ьлы котораго О т х: 

1 ,^ !^. _оУ( -П д ^ 8гп{2г-'1)х ^ 

4 -^ , . . 2Кx~''^ 1^0'^-' 2г— 1 ^ 

1 — ^Л' 8т ат г=| ^ 

71 

эта последняя формула также в4рна для всЬхъ такихъ ар, у ко- 

торыхъ мнимая часть заключается между « -тг^и — ^г-^*. 

2К 2А 

Прим'Ьнимъ последнее равенство къ формул Ь (76), для которой 
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^{х,у,г,<^,0)='^1дК 



V/ 



1 . 

згпат 



2Ка\ 



•X 



■->/ 



1 . 
81п ат 



2Кл 



■к 



(77) 



Въ формуле (77) ^ обозначаетъ <нор11а>, а 



К 






Лх 



/у/(1-а;*)(1-|а:') 



(78) 



Изъ предъидущихъ разсуждевШ сл^дуетъ, что верность форкулы 
(77) доказана въ тоиъ случа']^, когда 

' * 

поэтому вопросъ, чему равно М{Ху у^ г^ 9> ^)) остается открытымъ 
для случая $=т:. 

РазсмотримЪ; кашя услов1я должны быть соблюдены для того^ 
чтобы \ равнялось ::. Въ такомъ случа'Ь и:=Л, и мы изъ сравне- 
Н1Я (72) выводимъ 

^=0 {тос1. Р), о -ь 20^0 {тоЛ. 4), у=0 {тоЛ. Ц. 

Если Р не равно единице, то первое изъ только что приведен- 
пыхъ сравнен1й указываетъ на случай, который намъ не за ч'Ьмъ 
разсматривать, если мы желаемъ онред'Ьлить Н (см. равенство. 
(49')). Если Р:=1, но у НС равно 1, то сравнеше<р-^ 20Е=0(||к>с?.4) 
не удовлетворится. Такъ какъ случай В=1, /.=1, -Ь=1 намине 
разсматривается, то заключаемъ, что формула (77) годится для 
нашихъ ц'Ьлей за исключешемъ того случая, когда Р=1, у=1 и 
у=0. Этотъ случай, когда Р=1, /==1 и у=0, мы разсмотримъ 

въ П0СЛ'ЁДСТВ1И ОТД']^ЛЬНО. 

Вспомнимъ зд'Ьсь, кстати, что 



а 1 
тс 4 ^ 



2у 2В^1 . 



2а; 2Л^ 1 Г1 , 1 I . ^У 



гкЬ I — произвольное Ц']&лое число; это Ь можно приравнятв нулю, 
ибо отъ этого вторая часть равенства (77) не изм'Ьнится. ' 
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Займемся преобразован1ями формулы (77)^ при чемъ на корот- 
кое время будем* раалмчать четыре случая: х=1> Х=^^ *Л=1"*"^? 
Х=|(1-*-г). 

Если /.=19 то, пользуясь формулою 

Г2Ех 



кзтатк ■ 



К^К 



\ ''^ 



■0= 



Л ат 



7Г 



С08 ат- 



2Кх 



и 



(Вигё^е, ТЬеопе йег еПхрИзсЬеп РапсЫопеп, гжеИе Апйа^е, стра- 
ница 29) и вспомнивъ, что въ этомъ случа']^ ?=0, 0~О, полу- 
чаемъ 



1:, 



21Гу , 2Ку\ 
€08 ат — ^ -ьД от 



Щ^^ У)^, Ь ^)-ь Л^(^? У>^)— ?)б)= о^^" 



тг 



1С 



2Ху , 2Ку 

С08 ат ' — !• — Л ащ' — - 



,(79) 



27г(а: — уг) 2{А — В1)^т. 2тс(а? — уг) 2гк , 

7 — т *" Ъ — т *" А . ви- • \^^ ) 



Л^Вг 



Если х=Ъ то 9=0> 0=1; воспользуемся въ этомъ случаЬ фор- 
мулою (Оигёее, Ткеопе' йег еШр(;]8с!1еп Гппс1;10пеп; страница 28) 



2Кх 

вгп ат \ н. 



(^^ -•)= 



С08 ат 



2Кх 



4* 



Д ат 



ЧКх' 



•т: 



Щх, у, ^. ?» Щ ^М(х, у, г—1(, е) 



^к^^ 



\ ат 



2К{ 



1Г 



А 



2Ку\ 
^со8 ат — *- 

2 тг 



Д ат ^ — 



1 



у ^со8 от 



2К^ 

11 



(80) 



гд-Ь у — то же, что и въ (79'). 

Если х«5с1-*-1, то ?=1, 0=0. Въ ТНеопе йег еШрИзсЬеп Рипс- 
(юпеп уоп Бигё^е на страниц'Ь 114 находимъ 
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1 1±* «я от- — И 1 ч=* «и ож *"^^" \ 



2К{а—Ь) 



I Л ат 



2Ка , . ЧКЬ 2Ка\* 



1 — д-'ят ем тп-цт 



(ЗП 



Положимъ въ форхул-Ь (81) 






зан^тнмъ при этоиъ, во первнхъ, что отъ здм^Ьен х черезъ а'=±=- 
эллиптическая фуншця ш (^ш-^^ м^няетъ знакъ и, во вторыхъ 



что при модул^Ь *=\/о 






(82) 



Принимая все предъидущее въ разсчетъ, внводшъ: 



'^9Ъ^ 



Л ат — ^ -I соя ат — - 



• ъ 



\'1 



г 



1к 



л а*» : — 



1 



• ■ 



у'1-*| 



С08 «т- 



2Ку 



• к 



(83) 



Коли у=/(1 ч |), то д'Ьлаемъ въ формуле "(81) 



г т:/ 






принимая въ разсчетъ первое изъ равенствъ (82), получаемъ 
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■М19^-у, ?г ?, Ь)-*гМ{х, у, г,— 9, «) 






А от 



2Ку 



и 



1 2Ку\ 

€08 ат *- 



^/1-« 



1С 



А ат 



т 



т: 



1 2Ку 

^ ' * ^ С08 ат — ' 



у/1^ 



1С 



(84) 



, 1 . 



Легко ]вс% четыре формулы (79), (80), (83) и (84) сотв^с^ть 
въ одйу: 







А ал>;^ -ь ф ео8 ат 
Д алг— ^^— Ф С08 от — 

1С ' 1С 



(85) 



:.(. .. = .I•^'.)РI.• . ' ' 



■ !. I 



'*•)>! 



«5Л"ф=1">ЙЛ'х=1Г^ * 



I ' 1 



. I * « 1 ^1. 



/'^Ь < 



- ^ хН;.'|=^^"п^|«.з(;=1.-Н; 






V \ 



» — 



Обратщсся теперь къ случаю Рг!^ Х=^| у=;=О.Вспоищ^въ тОу 
что 1Ш "говорили о формул*]^ (6^9), видимъ, что^ въ 8Т0МЪ сд^^ш^^ 
задача прнвортся къ о.ч?ед4лешю двойной суюш .. , Г;'," 

2(4Л-н1)аяг 



+ во +во С08 



.ДГ(а;, О, О, О, оу=4.^ ^ 



^1^ ^ы (4Л-+-1)* -И1п* ' 

п= — об Л=— о«* 



ибо мнимыя части формулы (69) намъ не за ч'Ьмъ разсматривать. 
Поехиднее равенство можехъ написать такъ: 



<^С08 



2(2Л— 1)апс 



се во со§ 



2(2Л— 1)ап: 






»н-4п' 



Для 11рон8веден1я перваго суммвроватя относительно Л под- 
етавшгь въ формулу (74) - — ^ вм'Ьсто 5: 

21 



г. ва("-г).^^-а('г-Е) ^ 2 Ш "^ 2С0$21 

эта формула 1В%{ша для «сяши^о ^, удо)влет^оря1щаго услов1ямъ 



О^^^а^г. 



/ « 



и^И 



Вычтемъ почленно равенство (74) изъ только что полученваго 



• I . 



л1 ^ — аН\ ^ — ап 






Последнее раверетво^ ЫЬроо до т^хъ нвр4, пока 

Заи'Ётимъ еще, что развертыванхе въ тригонометричесшй рядъ 
по способу Фурые даетъ даиъ для ^ удовлерворяюшагр^тол^УО 
'Ч11б ^п4)т^)^^У1н]^мъ^ у5л6в1А№ " ' :: / ~ ^ 

1(*ЗсШШЙ№, ^Сошр^сНшп х1б^Т1аЬегеп Ала1уад8, 2^в14вгВ^т^; стра- 
Прим^нииъ толькб 4*^6 приведенны:^ ^'брмулы къ ^Щх, % 01 , 0): 



лг<».о,»,%о)-.(1»-^)-С^ 



4иав1г 

1№ 



Пв1 






П=1 



Пред^идущая формулу * в§р&а, есдй 



"\ п ■■ ■ ''З^!-'. :;'>хм .;•,;;'■ 1Г.^ ■ .1. :г/''г-. .:. ■-: 



70 можеиъ аолозв,ш1к^ х^1^^—^ а:.7«гд)^ . 

( ■■' .■л\ ■ ■'■>'•'" 

М{х, О, О, 6, 0)=М{а^. О, О, 0, 0)=Щ1—х, 0, 0, 0, 0). 

.•"V '^чок >',:: и::\'и( •' . ; •,. ■ : .;г'(| ',■)•■■■ ц.'у .) ■:;.'.'.), > 

Зам4тивъ, что г ; > т л^т 




»*5'Л- 



получаемъ^^ 






постиг 



|лг(х, 0. о, 0. 0)=-?, (-2 V»» ^)-22;1 1^^ о». 1 ^ 

Дюрежъ на 241 странице своего учебника даетъ: 



ц 



т / 1— Д йШ в* 






легко ' ДО]^|||Ть, чтгг>^ формул^ 'в^1а~ ~д]/я'' в^я|[аго а:, мнимая 
часз]^ вотораго заключается меяэду — -=- и н — — - *). Применяя 



►..'Г ■ Т.Г1 



>•■«! >.1. •;. .•»''•■ •'• АН ; /^- ^^А "^^^*^ ^ 1' 



:а;,0,0,0,0)=7гг^у 



.№й^ 



I 

^ 



Ж(а;,0,0,0,0)=гг^\/ "^^^^у^Д 



> . > -■ .<.^< • 



О Отйб^пгб2ьно рядовъ, ]10добных% прб^дъвхущену, яожно даКхя вехи^- 
лепное 4бъз|енен1е вй странвцахъ 421—434 въ С6треп(11ат с1ег ЬбЪегеп Апа* 
1у815 УОШ 8сЫ51ш1сЬ, 2У^е1(бг Вап<1, г^еНе АвЯа^^е. 

21* 
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Такъ какъ Д ат{4:IС^—и)=^ атщ то предъидущая формула в4р- 
на для всбхъ X, заключающихся между О и X. 
Зам^тивъ, что 



Л ат гт 



Л ат(ц^ к') 
созат{щ к') 



* г 



(Вигё^е, ТЬеопе (1ег е1Ир118сЬеп ЕппсИопеп, страница 23}, можемъ 
написать: ' '^ 



Щх,0,0,0~0)=1:1д 




АКх , 4 

С08 ат-у— -нА ащ^ 




4,Кх 4:Кх 

Д ат—гр С08 ат-г=^ 



т * . 



• * • 



Если и д<Ьвствительно, то 






Д аш и 



• I • I ■ . 



[ I 



..) \ \ 



отсюда заключаемъ, что въ предъидущемъ равенств'б, опред&1яю» 
щемъ М{Ху О, О, О, 0), подъ корнемъ с|4ятъ положительная ве* 
личина; поэтому; «мржемъ нацисать: 



т: 



» .." 



ЛГ(а:,0,0,0,0)=^^^^ 



45ж " , 4Ег 
сов ат—= — ьД от— =г— 

4.КХ ^ 41ЁГ 
С08 ат—т Д ««п- 



г ■•Л». г 



.'» . * : » :.» ' ^ 



'Л 



Следовательно формулы (79) и (85)*в4рнй » -д^* сЗгучая Лк!, 

Обративъ теперь ввиман1е на (49) равенство, мы легко выво- 
димъ изъ формулы (85) 






V. 



^^тк'^ш^^ 



^у у, « 



^ 2Хт , 2К^\ 



% 



т. 



Д ат • — Ф 008 ат^ — -^ 



.', (86) 
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Если Р=1, то въ формул'^ (8в) должно положить (-^^=1 и 

не {Производить су11мирован1е относительно е; подобное аве должно 
сказать но ся^ч^Л Ьхг1. Е^сли же и Р^!, и Х=1, то 

Ц^ суммйрЬваши въ фбрмул1( (86) можно поступать двояко: 
1} изм'Ьнять хну отъ О до ^ — 1, а ^ отъ 1 до Р — 1 съ усло- 
вхемъ, чтобы ^'-ьу V не равщиось нулю; 2) придавать х^ у и г 
тоЛако так1я 8начен1я, при одторохг х^-ну* — число первое съ Ьу 
а в — число первое съР, при чемъ пред^Ьлы для х^утиг т4 же, 

^Х&(;Н въ^кщ)вомъ^сн(^(иМ$'| оуммиррванщ^ Оба евоооба чу1широг 
вашя тождественны всл'Ьдствхе того, что 



. 1 I 



(т " ($) 



I .{ 



обращаются в^ нужи^ ес|и ^'-4-|/* и||Ъе:*ъ ЬбпЦе делители съ Ц 
а л — съ Р. 

§ 86. Сд'&1ае11Ъ{Ддя.,слу1ая, во1;;^а.РХ^ не ршно 1^ два преобра- 
зовашя въ формуд-Ь^^^б): во иер^б!^']^ упрос4^й% выражеше у и 
ыАспЛ съ тЪмъ упростимъ выражеше произведешя двухъ сим- 
воловъ; во вторыхъ, зам'бни^ К ч^резъ Т4>^Ш| которое мы упо- 
требляли въ предъцдущ^Й глаМ. 

Если х^-^у^ число первое съ Ц то х-^уг также число первое 

^Ъкгк- »\н*9($оро?*, «СДН| Щ-рЦг ч*?др педвое съ Хг1., то »^у* 
число первое съ Ь. Положимъ теперь, чтр шсшм^ х ж у, 
придаются таюя положительныя или равныя нулю значетя, 
меньпоя X, что хг^1 \ и х^-^у^ числа церв||1Я съ Е; тогда 
0^^^-^ при своемъ изк^ен^и ^ор1авит^\ ^юлную систему вычетовъ, 
первыхъ съ ^^ по модулю ^. Также легко вид'Ьть^ что ^ въ фор- 
1|уд1^ С86Д 1^ри втрромъ способ^ . суммир|Озан|;^ сост^итъ. полнувэ^ 
систе^^ вычедрва^, первыхъ съ Л-^В^ и Р, ^по мо^^улю Л-^-Ы. 
Если.буд^мъ Ху у л е изменять т^, какъ это только что была 
объяснено, то формула 
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ори своем» ш81^!Ья»тл соотам» цо^шр^ €яс;1Ш1;^9»го§1ц ]|(В|ь 

гд^ а-«-^е одинъ изъ членовъ некоторой полной снстемн выче- 
тов^ь, первыхъ съ ЫЛ-^Вг), до модулю Хг(^-«-^»)^ трод^^въ фор- 
муле (6|В) моздо положить 

дроби, входящей въ формулу (86), не изменится. Кром^ того 
нвв'Ьстно, что V. « 



^ ' V 



/ а;*-«-у' \ Г ж— у» ] 2^ Г а-4-рЛ 2 Г ^^ДП а 

\:;г.Х» 1)/Д.01|_ ^^(^^^I; \^- Ъ ;*3-|_.;чЬ ^.'1.^. ъ;:.._ 



:""|: ■••Г."1;:' '.)/1.'..;;': 



IIрк^ёмъ'^)I^''ф<Ур^т^ 'Щ ' по^^Г 'бъ*ёхён&/' 4Ц|^а 'Ц^^^^' вместо' 
ставляюп^ какую нйбуХ^ 'полвуго си(|1*ёку ви^ётов*^, ^II6р!в^Ix^"с^' 
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ХЛ-ь|2]^?ц пог иодулю ЬЛ-^^^Ви Предъидущее заключеше, по- 
аино| лйрао г д\в*ь служка* Хфй, р-<ъ скуща* Л=^ \ » ^ ^ .^^ 

Ьу)^С1 тшерь подъ а;, у^ к Гйо^факу^ЪватЬ |н^е-ао,^^^то под- 
ра8у]с^в4Д0№]У(й (^^11 ^1бръ^ <1 вообще н'бкоторБгя величины. Пусть 

СкГ •, I а^ ,. 






и; 

П' 



;? . -- I (^ г. . ., 'лл' л:) ... ■■ ■.;п.ги .п- 



^■'!,: 'Л •.« .. :. "Л\ .X 1^1.. «' .:]:» - ( I/; 



Тогда я?=5*п(1т«, у^1=ж*==со8ат'е/У*^ | ^— ^«^ 
ложимъ теперь а;=у1 — 2/'; тогда посл'6 н^которыхъ вычислешВ 

ПОЛуЧИМЪ \л'\')\\Л'\'Л;[ :;1.('и;1!.; т ;'»'го .);» ' П V- '\"^ 

-и1ол .-:•* ; и\:у. . п*ли\ \\\\п\\\ у^\V^\^^:^ ,\\ :'» «я 01. .лм-^^^. \\М 

4а) есть першдъ лемнискатныхъ ф^«щ111гПуетл* Ч • '' -'^^^^^ '^^'! 

■'ЛЛ 1-г.Л .Г'| ;:мм.[).; ,;:|ц.л';',и." I::.;; :го1/;:о::');. .1 ,'!а-:-.'Г.|И! $;-!->■ 

Легко также паши№ь'." м^ -м . ' , , ;и ■■>"■-'••> 

ш от Щ^ ^;т^ ;; Д ф» Ш-^ ^-^-• (89) 

Тшшюп об^авом!^ ш^Лсгб формула (вв) жотет НЕ'^йёат^'''' ' 



— 3(28. -^- 



я=^^>У Г '•^^' У ш' ^^^^^'^^ Л90) 

гд^ сумма распространяется на всЪ а-ь^Зе, первая съ ЬА^^ЬВх 
и принадлежащ1я къ одной и той же полной систагб вкчетовъ 
по модулю ЬЛч-ЬВгу ^въформул'Ь (90) дм^ога т& же вватешя, 
что въ формуле (85); у^ равно или 1, или г^ или 1-ь^, или^(1-Н); 
въ первыхъ двухъ сдучаяхъ Щх)=^у въ двухъ посл'бднихъ 
^2^)=2. Вспомнимъ еще, что 



^^^. 



г . • ' • . . . • • 

гд% Т и V — основный р%шен1я уравнешя 



;> • ) 



I . . » 



/ 



Преобразуемъ н^ск#^ько -формулу (90). / 
Мы знаемъ, что всегда можно найти такое число 'у-н^е, кото- 
рое удовлетворяло <$Ц СрШКеИЖ ; : > : - 



в • • • 



а-*-р|^1-+-е)(у-1-й) {той. ЬА-^ЬВ{^, 

ибо ЬА-^ЬВг не д^^тся на первонАчцЬное число 1-4-1. Если 
а-1-р« получаетъ всевозможный значен1я, первыя съ ЬА-^ЬВг и 
дуумадлвжащЦ -ю, одвой и ггой «ег цодной 1шрт^М|[^^:ВНчвт^к^»III0 
модулю ЬЛ-ь^ЬВц то у-тн$1..|соаЕ!е11№ г дрвд9«^и№ т& Ае »1^мнМ| 
что и а-1-^$, но въ другомъ порядк*!^. Так:»^ 1Цк^ф от'Ь дрвб1№МН|Л 
какого нибудь кратнаго 4а) къ аргументу с(^'ат величина соз'йт 
не изм'Ёняется, то -- / / г ^ -' ц: 

\_ЬА-*-ЬВг\ ~^ [ ЪА-*-ЬВг \ ' 

Отсюда заиючаемъ, что въ форкуд^ (90) мохекъ «-«-рё ммЪнять 
черезъ (1-*-г)(а-1-р«). 



-г 32а — 

Зам;|н]1въ а-н^ ^ерезъ (1-^|)(^-*«'^«)^ восшодьвуехся жавЬстною 
Формудою: 

^ • соз*ати — вт^ати^^ати 
' 1 — к^агп^ати 

Тшшъ образомъ вместо (90) цодучимъ 

1 
I 

Это — формула для случ[аау когда ХЛ+Х/Б» не равно =^=1; въсяу- 
ча4 же 1/-4-ьХБе=±1 имЬемъ формулу (86'). 

§ 87. Обратинъ теперь вни]1ан1е яа н^кморые частные случаи^ 
когда формула (91) значительно упрощается* 

Если 7=1, то вм'Ьсто формулы (91) получаемъ 

Полную систему вычетюъ пО модулю ЬА-^ЬВг мы часто бу- 
демъ делить на поАотшы й чШвертш. Пуеть т' какое нибудь 
Г.1|уссово ц^лое ^сдр^^^це дЪлащееся на ЬЛ-^ЬШ. Внчерквемъ, 
И8ъ полной системы вычетоБъ до модулю ЬЛ-^ЬВг чцсда, ера- 
внимыя съ 1>^',— т',.ш' и — {ш по модудзр ^^Л-ь^Б^ Пусть пС 
цълоё Гауссово число, не д-Ьдящееся.наХ^-^-Х-Вг иосхаэшееся 
пофЕ'Б вычеркиван1я въ подной с]9ст.^у% «ычетовъ, Вычер^емъ,, 
и^, полной системы вычетрв^ числа, сравнимыя по мх)дулю 
^^'А^^^Ш съ т", — ш", ш^' и — ш". Продолжая такъ действо- 
вать, мы всю полную систему вычетовъ за исключевиемъ числа, 
д]^^инц^г(]|9я на Хг^-»-1/Бг, разд^о^имъ , на. группы изъ четырехъ 
чнее|;ь« ^озьнемъ изъ каждой (группы по одн(щу числу; тогда мк' 
и получимъ то, что будемъ называть четвертью системы выче- 
тоеъ. Очевидно, въ каждой четверти будетъ одинаковое число 
вкГ1ёгговъ«^ервыхъ съ ЬА-^ЬВг. ^^ . 



Мн ш&гяж Ьл пI^ето того, чтоСв гртжяцмяю чшглк шг ^е- 
тире, груопжровать яхъ по дм сл^дующшнъ обратемъ. Еежш » 
какое ннбудь чшсш^ ве дЬжвщеесж я» ЬА-^ЬВц то къ жожноЖ 
сшетежк втетогь по модулю ЪА-^-ЬВь непрежЪнно шДдетсж чн- 
сю, ^)авнюIое съ — м по подтаю ЕЛ-^ЬВг, Поэтому всю пол- 
мую сшстежу вотетокъ, не ечягшл чшсжл ц^атямго ^Л-^ЪВ^^ 
можно разделить на тапя пари, что сумма втетовъ, прннадже- 
тмтдгь одрой пар^, дкдхтаг на ЬА-^ЬВи %рм шзл кжжд9к 
Шф0 по одному начету, мы составямъ то, что П>феД1гбудемъ на- 
анвать половиною полной системы еычешювъ. 

Есдн похнан система нвчетовъ вен составлена жзъ диствнтель- 
ннхъ чиселъ, то джж обоихъ модулей Л-л-Ш ж А — Вг щето^рти 
н полоеииы совпадаютъ. 

Пусть п ш т ташя два Гауссово цЪшж'чнсла, что 

р — ^действительное ц^лое здсло; тогда 
Если М[ХА4-ХЖ)=1' (ш)^. 8), 1*0 ■* " 



и4^«^^'Ш ~]^Л-*-иа\ ' 



ЩЛАи^^^Л^ъ ддно^ Ч^й11аёрпт си!фемы ишмдп, к: р прирАввя- • 
кИь О, I, 2, 3 и ^мпроегранять сумку 1го1ысо на разщи'м^ 
то'^форку!^ (92)' в в« чй<ий1'(^, н вЪ ^Н1Ьмена[1^ёдг€ дц^бк, 
от^ воМ^ой' берё^сй*^^, явотсй ^лейк (1— 5*)*; 'вти чдены '<?<к 
кратятбя. ' Сл^дойя^ёлья'о й'^бтоШ'; случае вм^1стр форкулн (9(2);' 



1» . . к. 



.1 '•).. , . • ■- . / и/а '\\: 



_ 1 С \Ы ^ ^т «ч-р^ 1», л.". . ^ 2(1^0(«-^^<^ -^, 
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Звй^къ -г мы будемъ ставить надъ суммою для рбозначенхя то^:о. 

что сумма распространяется только на вычвФн^*Е|фвадлежащ1е в!ь 

од^ четверти системы вьттщ. Зна^ою^ . ^ будвтъ. ойоцв^чАщ 

что сумма распространяется на т'6 э^^чэ^ы, ^сото^ые .^рвнадлежат^^ 
къ одной половинть системы вычетовъ. Отсутств1е значка на верху 
суммы будетъ поцазщахь^ что сумм» расдрое^^рацяется на в&к 
вычеты извЪстнаго характера, которые принадлежатъ полной си- 
стемть вычетовъ. ' 

Если ЩЬЛ-^ЬВг)^Ь (тоЛ^ 8), то 




'и- 



по»«№у мноАМе» ^^'ъ% знаме1гаМ:|№ форкудгы'^Н(92) исчезаете. 
Ер^ в*^ ф^рщЬ (9^ Я^У: 5оя^4?^€!М^ р^иЗД?остращ|1ь ^xолы^(^^ 
на четверть системы вычешдев, то 1-*-5* и 1 — $* явятся' въ чет- 
вирчихъ еммня&ъ, п^р^вй-^в'Ь ^н^мемтёдфу втб^Й---в^ чнсагате:1А!* 
Такимъ образомъ для этого случая имЪемъ 









•1 I 






N :; ' '.'1^.' 



1. 



гд4 $ означаетъ то же, что въ формуле (92). .1/^ »оо 

§ 88. Формулы, подуч!ер9Ы4 цами, дм^х^ намъ Н въ трансцен- 
д|^1|ФН0й форм'Ё, между 'Ажь ^и^^ Щ должно бвть ц^ое, положи- 
тельное число. Интересно доказать, что наши формулы для И, 
щтФиЛ^^щт дюа(гь ц^ое :р||(рвен1е; Иа^> татос! доказа^ельетй» 
нельзя смотреть, ц&къ на простую поверку выводовъ: такого ро* 
да вг^аАд!о^ан!]к ' могутъ дать нЪторыя ^вбйства числа Я^ обп^ 
и^я ЭД1№9В1я дл)1 разлкчныхъ слуиижь; дд& ; того, чтобы уб^дитьо| 
в*^ : Д9^^дв0|[ф, атоитъ толыро внимательно дрочв€ть^>§§107,^ 1(ЕВ; 
109 « 111^. у^|!ебнщи| Дурные. Прежде ч^мъ. пристушпзь къ^ эток^ 
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югЬрк^Ь, ми доджны пополнить ваши свЬ^^тя охвосително лем- 
нкскатнвхъ функщй, а также относительно циклическихъ' функщй 
Х-аго и 2-го 1иф1дк0иъ. 

Если 1П=в2А-4-1-«-2т, гд% Ь и п — как» нибтхь цЬгая числа 

если т — нервонатальное Гауссово число^ если 

то нами выведена въ глав% Л^ формула 

У=^ — ГТ^^^Ж) ' ^ ^ 

въ которой Р{х*) и Е,(х*)—^цЬлыя, съ ц^иши воэффЕц^ентами, 
фувкцш х\ не мжЬющ^ цостодцннхъ чдевовъ, дерма язъ онхь 

еи^шени х0^^5), вторая степени ^ (р— !)• Въ дроби (95) верхше 

9цри долашо брат]^, еели т^1 {тоЛ» 2-ч-2^] , а ншкше, если 
т^—1 {той. 2-4-^1). 

Умножимъ аргумевтъ у на другое первоначальное число ^' 
•пять вида 2/г-ь1-|-2т; тогда ^=511»'аттт'и определится фор- 
мулою 'V / ^ 



гд*/=7У(т'), а]Р,(у*) *1?'д^*>-Цьупщг>одоб1йм Ж{х') и 2^^, (я?*). 
Легко теперь сообразить, что г выразится черезъ х такимъ 
•бразомъ: - ч* . ^ . • . ч 

глЪДог^Ь^цАшя, сь целыми ноэффвщентши, ф)>8КЦ11Г б1^^ етвоеш! 

тСйР'— ^^' а ;^(а;*) — такая же функщя степени т (1)|>'-г^ и 

1^^{х^) делятся на х\ Е^слм яиаки передо т и т' въ фо]^ла^ъ 
(95) и (96) одинаковы^ то передъ тт'^ а также передъ дробью 
должно ставшь знакъ -«^, въ нротивиомъ случать — '^ это правило 
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кначб: вцрш!^4^ся такъ: если тт'.^1 («т! 2-^2%), то изъ двухъ 
знаковъ въ (97) доцяию бре^ть н-; еохй хе тт'^ — ^1 (т&Х. 2-^%%^ 
то изъ двухъ знаковъ въ (97) должно брать "— . 

Пусть М=тшт"т'"л .. ., -Р=^(Ж^[^ пусть т, т',т", т'", 

первоначальння числа, разлкчныя между собою; пусть всЪ этж 
числа вида 2Л-*-1-*-2пг; пусть 

Срставля* съ. помощь^ т^щрцощ (97) ц^^^це а;е, равенств» 
для слу.чм ЛГ/.срс?;д|«зца^о Д9* ^^^ъ ц е дц |9^ у у1 1 » нр х^ мцот- 

: 7г?;?^?^^да^ т»?!«^ |М. обр«^(^ ^(1^мщ,т Щ, со- 

стюнаго ивъ четБфехъ множителей, я продолжая разсуждать та- 
кимъ же образомъ дал^е, \<1|9гко закл^чаемъ, что 

- Г ^'^ / / 
а?(а? -кДа? -ьл^а? , -»- =ьЛ1) 

Ъъ ^6^к^^^ (98) л, л, ^'м !4'„ >|^^,_^^4^ц*лыж 

Гауссовы числа; если Л/=-н1 (той. 2-1-2е),тйА!з*^Й^у^^ Знаковъ 
должно брать -ь; ^сли же^ ЛГ = — 1, {таЛ. 2-:ь2г), то должно 
брать — . ? 1 

Легко доказать, что дробь, стоящая въ правой стороне равенства 

(98), несократима. ДъЙствительно, выражеше 8т ат-^ ^-^ — ^-^— 

дастъ вс9Э<>змоя;цыя значешя а?, при которыхъ «/^=0, если 7.-^^% 
придадимъ различая значен1я изъ полной система вычетовъ по 
модулю М\ эти значен1я х определяются, за исключетемъ случая 
•|3г^0 {той. М), уравнвн1емъ 



. ! 



^^"^-ь^ж^-^^.а?^"^ ± М=0. (99) 

. .^ ■ • . ' * ■• . I. • 

Пусть а-4-р* и а'-+-^'г — два числа, не сравдимыя по модулю М; 

Тогда нельзя написать 

. , 2{1ч~г){ач.'{^г)ш . , 2(Ь»-г)(а'-ьр'Лсо 

М М 
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щбо это аоед:Ьдн«а рйвевство номгаетъ, ^фо аргу^^внты разлйчают- 
(М на йратнов .2(1-§*|)и>. Итавь всЬ Р велв^ннъ 



згпат -^ — ^ ^ 



^.^ . „..^ „ л 



М 

( « 

въ которыхъ л-+-^1 составляютъ полную систему вытетовъ по мо- 
дулю М, различвц; & «о^му степень "«нслителя дроби (98) не 
иожетъ быть нен^е Р. 

Доказнвйя, 4М''^(^(М)ь (9^) 1ЁЫ;01ф&'^Ёна, Й!» Ц|ст^' съ т^мъ 
дбкювлв, П^-фш&Ч [ЩЧб Ш^е^ъ ра^йах^ кбрнё&: 

\^поШ1иК1(,'' «^(^' ^к'%та«Ш^^^фе^М1^1^ккмъ рквёнс'твойъ 

;/Т=5^ - ^ тир ' 

\Г. ' ■ • \ 1, ? - ■ - 

^и ВЪ э'^]& равенерв']^ х за]с^9ицъ'|9ере^ъ*г:у, то у и^м^нитСя 

Vь^-'. Заменяя въ фррмул'Ь (98) х черезъ т^,Я ияЩ!^ъ ^ т^ 
11ы .легко внврде^ъ ^ ,.,,^ •,• -.... •.:..,;:. ма -),.-'. 

^^шиъ обраврмъ вм'бсто формулы (98) им^емъ 



у==*= -^ — : — • — — — — гйгт — ■ • (100) 

^■^^А^X*-*'А^X*'^ . . . .^Мх 

Если г<=(о^ то 

Но если М^1 (тоЛ. 2-4-2^), то т'ат -М(о=5гп'ат со; если же 
М^ — 1 {тоЛ. 2-н2г), то 5ш'атЖсо= — вгп'ато); поэтому пра- 
вило на знаки въ формул']^ (ЮО) т^ же, что и въ формул']^ (98). 

Теорема. Коэффицгенты ^,, А^, А^ =*=Ж' въ формулл 

(100) удовлетваряютъ услтямь: 
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I , } (101) 

"гдть с и р — цгьлыя чгихла, копюрыя намъ не за чпшъ опредгьлящщ М 
мооюетг быть и переона^аМш. '' 

Доказательство. Б у демъ называть корни уравнешя (99) 

$., 5,, Хг-'Лр_у (102) 

Будетъ ли ^исло Ж первоначальное цлу составвое, эти корни 
1Лтх^!ь выразиться фор1сулб1о ' -^'^ 



\ * 



. м, ..■„> ..^^.(^чуО>^ Г,.^0' ^^^^ 



гд% а-ь^1 не кратно Ж. ВсЪ корни получатся, если ан-^ при- 
давать различный значенЦ ид1^! полной системы вычетовъ по мо- 
дулю Ж. Такъ какъ 1-И число первое съ Ж^ то тЪ же корни 
т^къ же путемъ получатся изъ форцулы (м^! »'^^^I0 ., г 

"- ' ^ . : ,^„'а^1С?^ ; ' ■" '(102") 



Разсмотримъ теперь два произведенха: .^ 

V (гн.5,)(1-*-^,)(1-»-|,) (1-*-5р_1), 

- - - (10^) 

(1-1-$. у/») (1-ь$,у/ё) (1Ч-5, у/<) (1-н^р_у»). 

Разд&шмъ вс^^ вычеты по модулю Ж, кром']^ вычета кратнаго 
Ж^^ на четыре четвертщ какъ мы это д^Ьлали на с'гр^ницахъ 329 и 
330. Пусть, придавая а-^^г въ форнул^^ (102') значешя изъ одной 
четверти полной оиетемы вычетовь^ мы получимъ корин 



'^и На, ^» ир—п* 



тогда, вм'Ьсто двухъ произведенШ (103) получимъ, 



— 33« — 

ЗГаеще прежде употребхиа форхуду , 

■зъ этой форжужв шиушекь 



гд1^ ^ пажучмтеж шп-Л^^ раотещжъ аргумента Е^ на 1-4-1. 
Буденъ - придавать значевш: 1, 2, 3, 4. — -(Р— 1); тогда 

а схЬдовательно 

(1-Р/)Ч1-^?/)Ч1~^0^.....(1-$*^(Р_^/=(1-*-^)^-^ 

Извлекая изъ об^ихъ частей равенства квадратный корень, поду- 
чаехъ 

(1-1, *)(1_^/)(1_^,*) (1_Г^^_^^)=(-1Г(1-4.|У^^"'\ (105) 

Легко вывести формулы: 

1— <Р 



Зам^винъ ж черезъ ^,, ?,, 5,, './^«„^ч» тогда ж, ^,- заменится та- 

кими выражен1ями (102''), четвертыя степени которыхъ различны 
между собою; сл-Ьдовательно 



— 337 — 

(1 Ч-5. •)(! -*-5. ').•..(! -^5\1(р_,))=»''(1 -»-»Г^^"'^- (107) 

Такимъ образомъ теорема доказана. 

§ 89. Корни 7равнен1я (99) распадаются на дв^ категорш. 

Д'Ьло въ тохъу что а-ь^г можетъ быть нервомъ съ М; тогда 

2(1-м)(а-нЗе)(о 
81Л от— ^ ^^ ■ корень первой категорхи; для краткости, бу- 

декъ называть такой корень черезъ хм^ Вторая категорхя состоитъ 

нзъ такихъ корней тпат -^ ^^ - -^ ' . , въ которыхъ ач*рг 

им^етъ обоцй дЪлтедь съ М. Предположимъ^ что по С01фащен1и 
а-н^г съ Ж мы получимъ 

Я что 7-^^^ и ^— первыя между собою; такой корень будемъ обо- 
значать черезъ %т^. 

Корни %п^ (9М, т^ чиС ... . по прежнему обозначаютъ первона- 
чальныя числа вида 2/^-ь1-|-2т) определяются уравнешемъ 

Корни Хт9 определяются уравнешемъ 
Уравнеше же 



опред^ляетъ и корни Хп,^ и корни Хт'у и корни х^^т'- Если же- 
лаемъ найти уравнеше^ определяющее только Хтт'^ то мы должны 

разделить на произведенте 

22 



— эпа — 

въ формул']^ (145) V}; >]1, '/;з опред&1яются тою же формулою, 

какъ ^ въ'.ра1веиств« (14*'); /^)2 ч\) >1*2 • • • •) *« Л(Ч*? *)*!> Ч*« ) 

обозначаютъ ц-Ёлыд, съ ц&1ыми ГауссовЕши ковффищентами, функ- 
щи У]', >)*,, У]*,.... Для получешя формулы (145) мы эъ фор- 
муле (91) а-+-^{ придаемъ веб значенгя, первыя съ М п принад- 
41Е^ащ1я^^ъ одной и той же ^оло9иигь системы вычетов по мо- 
дулю М; всл'6дств1е этого-то 2 въ знаменател*]^ передъ 1да пола- 
гается сократившимся. ^ . 

Будемъ'подъ'значкомъ ^^^ подразумевать безразлично какой ни- 
будь изъ значковъ: , , , и такъ далъе. Если въ формулъ 
(14^'), определяющей >), •^^^^ Ч«;гг-'*^'*^ зам-Ьнимь черезъ й^"'^^"^ 
то Ду)', >1%, >з'1--)-ь/'Д>1*, >]^, >]*,....) У^^' изм-Ьнится въ Д>з*, >;*«, >1^....) 
•пт/1(>1', ч'«* ч*^4^,|)^Ь«1^Мцосл*дняд.||ад|Ьцтс|[.въцэрвую;^ 
Л^"^ зам-Ьнимъ черезъ й^*'^5'^'*^% то Д>1*,>3'1»Ч^--)-^/1(Ч*)Ч*1Л*«— ОУ* ^ 

й та«л* *Я'*)^^^|>)%1...>— Л(Ч^>1^;Ч^^^^^ й8м4шгтея; ел*- 

^^й'Ё^лЕЪо!' Л>)*,4'\> Ч*«-— ) *встк^^фуЁ1а(|г цию№чес1сая 1-аго по* 
рядка, а /;(>]*, У)*,, уз*,.:/.)-Ц[>унМц1йГ^^1^нкяй^есйи! 2н41Ч) порядка. 



гд'Ь Л И [х обозначаютъ ц^ыя Гауссовы числа. 
Для вычислен14 Х^ — ^^Н-^ вспомнимъ, какъ мы.церещли отъ фор- 
У;*1 (90)1(ъ формуле (^1); тогда будете ясно, что 1 | 






^(.'^^вое прунзведеше ^рлжно, распространять на вс^ корш драр- 
ет (108),,.есл^* 'А^^^;с^^^^ 

*) Подъ П О подразум^васмъ то же уравнен1е, которое такъ .о(!|оаяач^1С4 
ва стравицахъ 227—243. 



— 35? г^ 

если ЪТ—т. первоначальному чреду; второа. цррвввцдецю , д|)д-1 
жно распространять на всЬ а*ьр{^ первыя съ М и принад- 
лежапця одной в' мй • гке пШ^т^' оисмммУ выкетовъ по моду- 
ле М^ Есм впредь 4уА&1гь :паотавленъ анмокъ т^поа'А 0роа8<) 



ведешемъ, то это будетъ обозначать', чтЬ а-ч-^^г '1йЙ^)Ьт15я''1!ой 
зъ о^нрй ч/етв^^рти системы вычето№ао ^модулю М. Равенство, 
пред'ЬлякАцее X' — Мщ^^ ^окш изоо]^|р4^ь такъ: ' ' ^ ' ^ 



из 
оп 



: ' • I • - I « 

г- ^ - 

поэтому, обозначая черезъ р дМствительное ц'Ьлое чцсло, им'Ьемъ 



9(Р) означаете то «аое, >что въ уршнавк (й99)/- < I 

Что касается до \-\-]^,\[Жг^ то это выраа^енш можно предста- 
вить въ вид'Ь пронзведешя т (р(Р) множителей вида 



< • I 



стало быть Си 1>-^ц']&^ыя, съ ц^дь^мй Гауссовыми кос^фвщенга- 
мИд функщи ^^ Если 1^1 (тое2. 8), то 



«< • •• * • ■ >\'' 






Вт!^ (Сдуча*, когда 1^Ь {щоа.^^Ь)^ ,, 



\| I \ 






Вспомнивъ условное сравнен1е (112), имЪемъ 

2«(1-ь$')-=0 {тоа. (1 ь«)»), 1>=0 («ос?. (,1-*-г)\ 









1 



Изъ формулы, (ИГ) ^вщо^Ы[ъ г ^ ;\г. 

гд'Ь ^^^^ и ^2 получаются изъ ^умножешёмъ аргумента I на1-ь| 
и 2. Если В ж 8 одвач|1Ютъ д^лыя, съ п'ёлыми Гауссовыми коэф- 
фжц1ентами, функщи ч, Уп^),.^..., тб^ ийЪемъ 

(1н.5Т-»-64=0 (той!. (Гн^ё)*'); 
посл'Ьднее сравненхе — услоеное. Такъ какъ 

(1-*-«)*^Р=— {(1-ь$*)»— 85М =0 {тоа, (1-^г)% Р=0 \тоа:. 2). 
Следовательно И81^ (148) можно вывести 

2Х|л=0 (тоа. (1-ь»)^ ). (150) 

II/. 1.1(^1 .'-1Д» ||111м;||;г1и чж^чм.лу* гчннконэИ 

Въ сравнешиЛбО) мы ставимъ ;: ^С^) '^^ показателемъ степени 

1-+-^ всл'Ьдств1е того, что \'г умножается на 4, а не на2въкри- 
внхъ скобках11 форк^ *(148)Г'Из1 (1417) Я'^149) ел1;^уетъ: 



-- 4Ь^ - 

!•(.. ,.'■,. ■ / • I ! • !;.1'1'1 |.'>;1,'>1- '4^(р\'\ /''Пп'' ••,!. '1|/|/|;-| 

поэтому можежь жиоаиггь .дд ^ д .„,/,„1/ „п ..чл«».ио 

Х^ и (х^ — ц11|1а Гаус^срвя чв/о^а. /Зяс^а. ,>^ д^)!^ удовлтворяютъ 
сравнеи1ямъ 

Л1 /ф II; ГГ11Ч11 .'П! ■ .. . . -^ I . 1 ;;('!.'. !. <Ч1- . .1111 1.1 !/.>;: 0.1Г)|, 

Такъ какъ ЛГ» нечетно, то изъ перваго сравнён1я заключаемъ, 
что Х^ н ((к.^ /ын Ч1ба четЬы, илш «оМ^ щече^вы: Л8^ втораш же 
срм^еЫя й4но, что Х| и (Х| оба чеггрщ./Итакъ мы иЬжемъ поло- 



жить 






г > Таким» ебразомъ. вм'^Ьсто форпхы (146). пржучаемъ , ,. 

т. е. мы доказали, что и въ этомъ случа'Ь Н—щьлое. четное число. 
Разсмотрймъ теперь сл^чай^^ ^^^|'^^^ _ 

п)йи-Ьто11ъ ПОЗВОЛИМ^ Ы(^]^ '7п<игре^(дй|^' Н;^^ обозначешя, что 
въ случать 7==«, безъ оговорокъ. 
Бонецъ формулы (91) изобразится такъ: 

1«»] 1»»»Ч (1|.-)(1.а-(1-2^*-?*)у1г'' 

/)=(1 »-*^-Я1=(1-*-»)л|1ц5|||('',,,^,^ .«^нж<»»/ о|г .1,1Ь1 



I 

самую же формулу (91) мо&емъ написать сд'Ьдую1цимъ образомъ 

• ■ 

(при этомъ сумма въэтоМъ'сду^Мр&спространяетсл на век а^ 3(. 

первыя съ ЬА-^ЬВ% и принаджежапця щ оддой Щ^^((^ (щщщь 
еычетовь по модуш> ЕА^ЬВг): 



\ I 






' .' ♦: 



Легко заметить, что и зд^ь Д>)*,"/1*м>1 **...) — циклическая функ- 
Ц1Я 1-аго порядка^ а/)(у]^ у)^9 Ц'2«...^<^нии^е\^каА функдхя 2-аго 
порядка; поэтому 



и . ;т ' 



м ..^а^ X— |1\/^М(1ч-/) 19^ " • ^Х'.**^1)и 



ч 



гдЬ X и а — ц^ыя Гауссовы числа. \ 

]$ычислимъ Х^ — М{1-^{)]1*. Если вспомни^1ъ, какъ мы перешли 
отъ формулы (90) къ формуле ^(91)^ то будетъ ясно, что 



=(1 н^)У(^у|(1:^у^)«(^ч-->)»)=а^1^11)»<^>|У](1-»-т)*) ' » 
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Изъ равенства, 



• • , I 



..,,п.м.,.. X'— (1^)^и^А?^(^1)'!(1^I-^).;^!^^м .и;.(1*7) 

заключаемъ, что X д'Ьлится на 1-4-^: сл'бдодательно у . 



Изъ посл']Ьдняго равенства сл^Бдуетъ, что [л д']^лится на 1-ы', 
такъ что можно полойиг**^^ ^ ' • и . , : 



такъ диЪе, и такъ .хиФ^е./ 1|^/0|гип4;разо|ладбйШ)М1иа^ 

можно положить .. / * \ » ^\ пг.)М 

, >М1^<)^ > Л, »«<1а7); 1^1*, ^д^ (158) 

гдЪ I и !« — ^ц^ыя Гауссовы числа. 

Заменяя въ равенстве (156) X и (х чере8ъ.иь'вы{1ажвиШаод^ 
нумеромъ (158), додуяаемъ |1Фся&1)|аваягоАфо;|.м;м [г'»г|пи '(^ > ^ 

Изъ равенвте|1 ^^ЪЩ^^^^л^иач^лш!»,'^^| Ш^-^ЛлЫ, ^АчШле число. 



X»— 1)(х'-^ТГ(1 ^»}«)' Г 2г-(1ч-«)| ш' 



а*п ^^ 



=(1-ь»?'^Д(1-ьу]»)'(1-ь»^) 
=(1 -ь »)'^^ТТ(1-ь>)*) " =(-!)''( 1 -^О'^ ^^ 



4 

Опять выведемъ, что X и [л д^^тся на 

17 



(1-1-0* ; 



а потому формулы (159) и (159') вЪрны и въ этомъ случае, 

только 1)=г{1ч-г)М.И въ этомъ случа'Ь Н — цтмое, четное число. 

Итакъ Н всегда четно за исключешемъ т^хъ случаевъ, когда 

опред&1итель формъ равенъ =ьу (случай, когда определитель 



— ЙЛ ^ 

Если 1)==±=з^==ь», то 



'..*••' !• 



• ' ^ I ; 






Если опредЪлтел'ф»рмц^>Ь:А*^у=1г:мЦ1А|^ хд ^ г/п ^ //.. 



-2у 1-1-») 



^^ ^у Д2-4-ё1*-2у г-н») ^ ^уУ(2-^«ч-2у1-4-«) ^ 



1> « 



Течно также, еслиопредмитель формъх>^==*=*(1-1-«),то Л^=1. 






п 



* г)|| -а 



п^ 



V .■ I > — ч I Г| | I' ' '(•<-'■ I )— 



^'- (м-|.''(1 . Ч'лм-пЦ'*^'-^ . П- 



11 



.\*,уп » о/ми. л.ч и ь\и^\^ \ «^'Г|| п (♦!(.Г^ иг,7М1(«и|« уупич! . 

»Т.'П»1..| г 'Ирн» 1,1.1(»Л 1И»»'/1, > \-» ППМЫ! » М!<|Оф иГ/»1 НГ,<1.1 "»Ч 



пи 

•М(1 'НИ1!П...1.Л')И М'ИЩ ,Ь'ПМГ011;Т>Ч1 I, М.11МЛ <». ""41 1.М(»Г/|< 



/(. ; ,'■' Л ^^ I /• ''.^ V'" '^ .1 'Л ;., I "Л >и^ 



> - • ^ 



р!1' .НГМП !П.;Г.!]' \/"П.\ .' II •' ..\ . \. .1/М(10'10^1 .11 

п >,<["" м|11 .н|||'!11'>,'о ^:)I•>^.;^^.^. ^.!1 м •»!.:);. Г .'"П п 'и инаи.ом (»г.'Л1г 

Вавимъ обравомъ теор1я 7кноаоё)ЁШ1к<1<кн11№№№^«о^^ 
чества аргтментовъ эдяйптичесхихъ «увсвщй овяваяа 
^, Вроневеровыш^ ёЬ]^Лтллжш. Н^^харво схов% о «ор- 

§ 92. Пусть 



1(1) 



! \'{1-х*Х^-с*х') .} ^{\-^'-) (1-(1^=с>^) ^ 

I I 

ринн нулю. .(,, (^^^ , ^,^ ,^, 

Въ т^номъ смысл'Ь задача. преобразован! Я эллиптнческихъ функ- 

цш состоять въ сл'Ьдую1це1Ы^ кри'^й'нномб с найти условьяу ко- 



/' 




гтри 1 11иг.г>; молггг п и'»Р / Щ1\ Л1 



рр»р(кшхшил ращат ^\г;^* *,\7— с^; ^«г^ ^^^ 

пола1ается ^(==0 прм ^=0. - называется множителемъ преобра- 

зоваяи1| с — даннымъ модулемъ, к — нреобразованнымъ модулемъ. 



— Зв4 — 
еистоятъ ш% тщлюзп^ешт двугь равенствъ: 



€=щт,К-^^^,К^). а=Щ^Ь^Жл^Ь,1П}, (3) 






— чшелй поюхжгыьвое. Чяею» таашайтсд егакнью ареобрлзо- 
вав1ж въ тахъ случхЬ. к^сдао^ л^, К ^Л веки^ютк^ вс]Ь четыре 
разояъ, общпъ х^птемйгссяж «=^1^ т« шри^бупми^ — ^хкнейное. 



ПоАОжшмъ, что С=^Ку С=Ку ■ъ т1жонъ сху^жк 



«I '1^-Ь(Л— *4 )<!—*, =0. (6) 

Ес1щ ршмяство (6) уд(ялепо]рспм Д1»вс2жаго<1^ то ни ш^ЬМ 
Згншожеше на дМстштелнве ц11ое чшем ц^гумв^ ЭА:кШ1П- 
чесжшхъ фушщШ. Еслж же это равежстю ве удюлетворжетс! 
тождестмшОу то нж1еяъ дп ^ одко знМёше, есп тоукм 
4*-(«|,^6.)>0: 



•♦ ■ ' . 1 



1 



^^^^^^^^в -" ^ ^ "ч^^р^ I , 



(7) 



гд% А. ж А. — ^ршцоншниж чжсп, А.2>^<^ ^Р* зямежш с, окред^- 
дленожъ (7), нн можемъ ужножжть жргушентъ тшкой аыжотжче- 



ской фунжщж нж а^кои^иж ннжнвж кожжческжж. Д'Мствжтедио, 



в1 такомъ сж^чА 



■ \ г -. 






гдк т, ж т. — ращоныьвня чжиж, Ж1.>^0. 



I 1«1,|м •», ■ М^ ' 



— «16 — 

Изв']&стц^^ что ор^ данноцъ п вф значен^ \''Хг, при которыхъ 
возможно преобразован1с эллиптическихъ фуншцй, оиред'&яяются 

черевъ \/>с «еъ помощыо :моду1ифшич> ]]фавнешя.и мишЛшшхл 1кр11^ 
образованШ. Изъ этого ясно, что н^которне иояТ1(жш^с^;п\ит^ш ыо^ 
торыхъ существуетъ умножеше на мнимыя водичества, получатся, 
если изъ 110ду)ар1наго у1М1^нЫ1я^ пре6б][>а1^ва1^1)-^сШ^ Степени 

/\йу !;)=0 (и=у/А, Р—у/с) ,. Г9) 

И взъ какой' нибудь из'&ШесУй ф^о'^^ул^ 

} -.1; •// •■! (. ^!1«г. .1К ..».' ./.)■} ■;. г< •"*»,*:»' .• ' 'г|.1 »/*У: ■^^^Г. I 

Ш^ьмемъ второе, изъ „равр^схд^ (10)„и.^»ришв^ е^,^^:.,^ 



1»«-нр*.й1:' ■■■ ■••"• '■• ■'■'••■■■(И) 

Положимъ, что исключеше и изъ (9) и (11) даетъ намъ уравнеше 

а{п, «?')=0; •) (12) 

'^ ИЙ^н" (^удемъ определять степень уравнёН1я(1^)о4^6с^г1^ькбг^ 
двумя способами: алгебраическимъ и ариеметическимъ; приравнк- 
цда оба выражешя отёпену ]ураЬнелря. |[12), мы и получимъ одну 
игтъ Бронекеровыхъ фбрмулъ. '^ 



§ 93. Все модулярное ^р)а^9ен]^^,(^)90с?ощ^^ 
Аи^р^, гдЪ А — постоянное. Требуется найти наибольшее значеше 



Щф1 во всемъ мЬдулд^^рмъ урш^ниц.ш этого 
кое-что изъ теор1и модт1Нрнаго Чравнениг для не 



надо вспомнить 
ф1и модулярнаго |равнен{я^ для нечетнаго п. 
и и V. связаннымъ модуларнымъ уравневхемъ (9), соотв'Ьт- 
ствуюгь т и <;, с^з^шныя равенствомъ 



/ |/ 1'1: 



*) Что первая часть ураввен141(Ц&)до4жаабцть рац1ошмьвощ) фущкцЕеД ^^^ 
прямо сАат^ть нзъ 011ред^ен1я иодулярнаго уравнеиш Д1Я п яечетяам. 



.^ «'^^/1» ^.^,^^ ^,^ я">^, я 



• • • . ' 






(14) 



тА 8— ц'кюе, положитежьное шсло^ я что { дЪиется равншгь ну- 
лю, когда V=:0, зах^кАаёкъ, ^Т « будётъ безконечно надо, когда 

го уравнен1я « получается язь V тахъ: а заменяется черезъ т, опре- 

такой зкшЬвы, умножается на симвояъ Якоби ( -7 ) • Допуская та- 
кое образоваше и, мы легко выведемъ нзъ форму^ъ (16У^^М^^ 

^ черезъ V съ помощью формулы, 

гг=( -7)2 в г . (16) 

Разд'Ьлнмъ вс^^ т, опред'Ьляемня (14)^ и соответствующ1я имъ 

п" число первое съ п\ то въ группе xп,^^Мё^^в^еШI^^''^;Щ^^ 
(кЬп'' корней модулярнаго ур&гаем1я^еслн же п" и п' нм*Ьютъ 
общ1е первоначальные л^Щтели а\ Ъ\ с\... ... то корне!. въ 




Расположимъ всб п такъ; чтобы большш предшествовалъ мень- 
шему, и лодъ каждымъ п подпишемъ соотвътствующш ему п , р 
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.^.•^.. ..чип • . I.;, .и!. ^:1I••I■.^^.ц • .... :]..м..1.|{.' и и|1' 



1 п/ <_ п/ и/' V п," I 

Очевидно, что въ послъднемъ рядъ каждая последующая дробь 
бол^е предъидущей. 



л 



йоложяыъ и=и,^ь^. Если подставимъ въ модулярное уравнеше 

уравяея1я на нисшую изъ всЬхъ степеней р^ входящихъ вЩ^ДОТМ^ 
ные члены уравнешя. Разд&гавъ, сд^аенъ <;=0; тогда преобра- 
(аш^ное мрЯТ'^^^рв^е у][>ав|нвт*/ оч^и;1(ВО| даеой&п'кояечйыхъ кор- 
ней для щ й^ V — п корней нулевых*;'т. е, уравнеше 'приметь видъ: 

гг-^]М1|||ароцзведевш >вонепыхш«е% кор&М); с^МовЬ«^№»^6^''2(;, 
я«|!|||тф|«у^ю» .^Iрв^е|Vч%мь^ ^юкулйфнКе ?]^#ен1е 

на степень е;, вм^^сто и^^ стояло и^; следовательно 1Н101Ад]'Ш ^№ 

V V 

дулярное уравнеЙ1е на «;". Бсли\ вть^Дночлен-Ь Л\^Щ ^"^^'* зам*- 

тшъ и^ черезъ г4|)^^% то^-очевцдно, по^^^^чммъ тотъ членъ мо- 
дулярнаго уравнен1я, изъ котораго получился одночленъЛр^Мф,^'^"; 
этотъ членъ есть Л^и''"^г. Такъ какъ уравненхе (20)' не даетъ 
беаконечныхъ корней д^ ц^^ ЯГ0-1ср91^% (иХ-^Ьтъ дру гихъ членовъ 
въ модулярномъ уравнеМхи, не содержащихъ V. Изъ предъидущаго 
}9ШИ*М^.К^7'^У' Д111.яся»»<^:1?(ден{1ншцулвриа1дпу1щгаецр*и11«^^^^ 

п п п ^ 



.Т|/:П/' '^^^' 



.; (Положнмъ тёцець и^щь ^ ,7 и, подставимъ эти выражеше въ 
модулярное ура'ьненхе; послЬ подстановки ра8)(']&лнмъ обЪ части 



.* 
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урабнен1я на|Г, ГА^ ^т-нацменьшШ цоюза'Гель стеаеви V. При 
1/^=0 преобрфованное уравнеше дастъ Д1я щ п корней безко- 
нечныхъ, р^ ^опеЧвитЛ и V — п^-у, корней Ьуле^*Ы1(ь; поэтому 
<]Юк»ффиц1бнты* прч щ^"^ и щ'"'^"^* не мргут!)^ ра^рят^эся нулю, 
и уравнеше ^с^етъ видъ: 

Изъ предъндущаго сл^дуеть, что 



9 



, ! ; Л: ''И* ' 



^=1-»-(^— П) --77 , * 

ЧТО при т=^- — п — р^ наименьшее I въ членахъ Ли^V^ модуляр- 
него ^^р1ам001я вей' г^1^>^ш/ : п\^^1<М^^. ' Та^'ё' Ш** пред%- 
идущага ' вмводим, • ^0' хМП' вмиич) %^^ейа Ш^Ь^'йох^жкрШо 

Положимъ щл^е ^^""т^ ^^* ^' '' нс^дставш^ и разд^Ьлимъ об^ 
части модулярнаго уравнен1я на г'Ч Тогда преобравованное урав* 
цен19 д^ГКкДда 4^2 пг^гр^ корвей .<1еввонечшп%у |»^'<тт«1аЬ^ я 

V! ;^ ':' 1 ?»г-^.. цущихъ кор&ей ори 1€1»=0; ) Урв0*енм> «аре^ИЬлл^ 
ВД^^.аЦи'<^УИ^^'Ь.. ., ч. ......;• ^ ■- •"• ' ■•'■'•' ■ «и^м'м-. . 

вслздств1е этого , ► 

лл 



2 при т^=^ — п — :Р|— I?, есть 1=\л-г^ ♦-г,; также докажемъ, что 
}^ всякаго члена АиГV^ |10дулярнаг6 ур)2квнеш1я 



н 



,„...,.,.,,,.,, ^4. ^?!^а1-^^, -*-»•, ^-(V-^»—р,^—|^,>■% .■'"■'•"'••■'('23) 

I „.- ( 11/Н1 1?**1.<, ' •■"• ■ ••' ■ '••• ' И.%1/ ...1И.(.1 /..К 
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Продолжая такъ разсуясдать, видит, что въ модулярноыъ урав- 
иенш всегда существуютъ тШе члены Ли'^V^,'ч^о 



/=1, 1|-г„ 



1 ьг, -I Г., 1"*^.-»-^# »-^*з, • ) 



. ' 4Г II 



Также видимъ, что для всякаго члена 4^'"г?' модулярнаго уравне- 
шя (обознача.емъ черезъ $ н'Ъ^оторое цФлое, положительное число) 

?н лг й1 ьг,'-1гГ,-1-....-ч-г,н-(у — п— ;>, — .... — ;?,)— 5г • <2й) 

Разсматривая члены Лц^^^^ сущест]Ёовдн1е которыхъ нами до- 
казано и для которы1ъ т и 7 определяются формулами (24)^ въ 
томъ порядк'Ь, въ какомъ мы ихъ получали, легко зам'Ьтимъ, что 
в% ё^11Хъ членахъ ш^1 сначала уменьшается до т^хъ по^^ь,' пЬка 
Ч>''^*'| а нртом^ уреличивается, когда п"<п'; легко :1?еиерь опре- 
д'Ьлить наименьшее ш -«-/ для такихъ членовъ. Если п — не квадратъ 



.' / 



в если — т; — наибольшем изъ'дЬрр^й -;;■) неньшвхъ единицы, то 



■ || ' 



Ес^ же п— квадратъ и если —77 =1, то наименьшее т ь1 будётъ 
тогда, когда 

*-ДЛЛкем% теперь, что' миттитт-нГдля особыхъ чяенойы^ть 
1|11ййп4йй йяя вс^х*^ члеп(гв7, ^*1|Гг/' Чюдулярнаго уравй^нм. Если -л 

п ' • 

—квадратъ и -~, =1, то изъ неравенства (25) имЬемъ 

. • « ■ Л'» 



!(?7) 



'К'. 
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гд^ {^т-тц^ое.чисд0| м^^ем?^ р та^съ внб|мггц что 



.1П! >1'>мд_ ^^^> 8г|гЩ1*1:<Уч^1Гу^2))^^| _ 



« I 



!•■ ' ^^>г,-^ЩЩ^**^ ••У-Т^иУУ'Г-Т^Г^^Ь ^ (139. 

2' и г суть основныя рЪшен1я того ж^ трв0нен1я/ к^ггороыу удо 
иотворегапгь 'В.( съ щ слЪдоватмьно 

••; п;; 'юг.!»;! » - . .1 - . " • : . . ! ^^ 

= =ь2А, (140 

гдЪ' Хг — действительно!; ц%дое число. Итакъ И есть четное^ дт- 
стбительное щьлое число. 

Перейдемъ кЮффрмуа^ (94). Вь тагомъ случае оаЬть нм^еш 
равешАЬв (188|9тш|> въ врсь подъ У^ ж У^ дмхяо нодразун^квать 
фуннцш^ отисЬченнш нуаерокъ' (124)г Въ^отояъ случите 

см. равенство (109), гд^ ^^^, >),. \1 л озтжютъ то «е. 

что и въ (141). )! ? ; 

Функщи Г, н Г;.^(^но. прадсцвить тмсъ: 



, ...К.«И(1-2»},*^Ч/)11(1н-2*ь'-^>"«*), I 

\ (1421 

'^иявр^^етя, въ ^уму,^]^;^ (14^) доляшы рас»росгра^т««а .п 
вс^ 2/ и у,, п)Ж1!ад.1ежа11ия къ одной и той же четвгрти ^<;^;^ 

на 
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Будсмъ называть^ )1ерез'ь ^ всякуВ д'|^литель /л^ . ч^езъ й — такой 
делитель п, который^бол^ ^^п,^Ч1^ез^ ^^обдцй д^у|итель (2ип:е2, 
черезъ <р(А) — число чиселъ, пологительныхъ, первыхъ съ А и мень«> 
ййхъ Ь^ лЙр146= Ьгб'гда сообразить, что -для л йе *бЛдратй' ' ^ ' 



2^7— 22Нл)=2и -»-2р,-ь-^р,-1^;.:. +-2р,=25^ 7 Щ), ' ' (30) 



леи '? ... 1 м 



а .въ случа-Ь, если п — квадрат^ь» ^^. 

2V-2^)Н=3^^22>,ч- н^2^р,^,-ч^,=22]^ 9(/0^11!(^:п), (30') 

Если исключимъ 1^ изъ (9) я (11), то п^дучимъ уравнеше (12), 
степень котораго относительно V^ выразится или формулою (30), 
или формулою, (30'). 

Найдемъ теперь всевозможные квадратные делители ». назовемъ 
нхъ черезъ Л' и составимъ мрдулдрныя уравнбшя дАя преобра- 
зовандд степеней п : л ^; будемъ обозначав модулярное уравненю 
для преобразован^ степени п : Л' черезъ ^ 



М ' I 1 < ■ I • ^" 1 ■ • И 






Уравнеше (9) заключается въ (31); надо только для получен1я (9) 
ПОЛОЖИТЬ -4^=1. Если л — к^Д1Мкт^^ то при А^^=т уравненхе (31) 
будетъ и — г;=0. Изм'Ьняя всячески Л, перемножимъ почленно всЬ 
(81); «оуда «уого ./■ ' . -^ •" 



< ,\ :».' »/ 



., . , Ж<и, «)=П/-(^^?, 1*,г]=0. , . „.,,.(32) 

Первая часть уравнешя (32) состоитъ изъ членовъ вида Ви^^^^] 
оиевидно^ что наибольшая величина т-^1 въ случа-Ь, если п — не 
квадратъ, будетъ 



подъ в мы подразумЬваемъ делитель Л; > 9 ( " ) берется для цф}^ 

•К^Ьттв^<е* А.Бсль^^!-— квах|1ат1&, то \^анбол1л№и!'веапгчина^ч^? будешь 

24* 



.-> — л 



Если ^ерезъ' Ф{п) обозаашкъ сумму ;ВС^хъ л^ателеВ «, а че- 
резъ ^1^(п) — разность между суммою д'Ьлителей Пу болыпихъ \ и, 
ц суммою д'Ьлнтелей п, меньшяхъ ^п, то наибольшая величина 
т г/ выразится во всякомъ случа'Ь формулою 

Ф(л)н-Т(п). (М) 

Ес1и исключить к изъ уравнешй (32) и (11), то получи мъ 

Щг-^=Пв(^^,, г^)=0; (35) 

степень этого уравнен1Я относительно V^ равна Ф(п) -^-Ч'Хп)- 

§ 94. Прежде, ч^мъ обратиться къ ариеметическому способу 
оаред'Ьлен1я степени уравяеа1я (35); мы должны вспомнить н^- 
которыя малоизв'бстныя сврйствд линейннхъ преобразован^. 

Пусть т=а' 1-уг и т'=г'-*-|/'г как1я либо мнимыя количества, 
у которыхъ коэффищенты передъ г, у и у, положительны; поло- 
жимъ, что т и т' связаны между соб(>ю линейною подстановкою: 



\ 



О, ^, у И о — ц'Ьлыя числа, т' и т, связанныя равемствмш (36), 
будемъ называть эквиеалентньши числами. 

' Будемъ изм'Ьнять а, |3, у^ ^} въ такомъ' сАуча* всегда можно 
выбрать а, ^, у и 5 такъ, что 

-У^'<1. ^''-^''ШХ. (37) 

Действительно, между ^еевовмоя(ны[йя Ьофмами ^У(у1-4-5), въ ко- 
торыхъ у и ^-— числа первыя межд^г'- со(Т8ю, непрем'Ьнно суще- 
ствуетъ наименьшая. Пусть же Л^(ут • д^) — наименьшая; р^шая ура- 
^не»пр пс^— Зуг=1, найдемъ а=/— ^у, 3=У— ш^, гд* ш мокетъ 
равняться вая^а>му ц^л<шу числу. Выб^ремъ чнолр.щ тадаЬ). чтобы 
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вм1Ьла наимер'ыцую ^Сфйч^^ну ари давиыхъ у и ^; въ такохъ 
случа']^ 

послЬднее — вс1'Ьдств1е того, что 

• . м ' ■ . • ■ • .. . • ■ 



1 ' I 



Ивъ- преХ'ЬйдущйХ'Б йеравенствъ яр'яш) сл^дуюй неравенства (57) 

ц(^Р(ед'^ 5 щ^]19Щ^Ш^ Щ^9,< .^Ц^ 

й!^!!*^'! п% '^ иы п)мт1^1^д«мъ '^^йвейное ^1ре^дбразован^е. 

Итакъ для всякаго ^исла т иол±& яай'ги ему ^(гМЬаЗгейтйбё 
число, удовлетворя1р1це& урлов][ям:ь (37). .С|Ц](^ицае1Ся, при какихъ 
услов1яхъ два эквивалентныя числа могутъ удовлетворять нера- 
шенствамъ (87)? 

Назимя ч^грегъ 0^ с, а, , е, , 1> й '^^ в^&от^рыя положителввйк 
чйЬла^ а %ерёзъ & й 6^ какгя ннбудь дМ^ствятельйоя числа, Ни 
молекъ всегда пололи-^ь • : > ч ^ 



■) ■ , ■ '.и 



Бсщ т и т^ ов18вны равенствами (36), то, придавая «• н (1| ир** 
(Личнш *8н4чев1|11, имЪехъ 



\и ' *. ■ »\' ' ' » » 1 1 1 .• I < . . I ' . ■ 

» \ « » \ •. \ \ ■ ' 

Если т и т' удовлетворяютъ условхямъ (37), то 
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• »И - I- |'»г'1.«| 



„Кйй^р, ^(Ют^^ни ... 



• ■ .(.).' . • 


\\ ••;• ^^ •) .И» 
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II Г- 


...ип'ЛШ 



тк^ (Ъ) и (5,) означаютъ абсолютный величины Ь и ^,. Изъ 
услов1й (40) выводимъ 

•" (Ь)^\/|, (йО^У'^Д а5^|А а.ёУ'!©':" 

Такъ какъ 

оа, =(а5-ьЬу)*-1-1>у *, 

ТО 7 можетъ равняться только или О, или =ь1. 



Если 7=0, то а=5==;=±=1^чз^=^а, ж'тхд;=^/5. ПослЬдиее ра- 
венство невозможно, такъ какъ х' и х удовлетворяютъ (37). 

а^йа, то а5^±2&5^0. Но изъ неравенствъ2(Ь)^а, (5)^5*гсл4дуетъ 
вательно ^г!7!<^, .^|Тде^^ (а1,гтгт1й^ дбО;9С|^цг!адмхед, Т^^ ЦобР**- 

^^,^Р?;Ь,В/)р|^СТв'Б^ (39), ..^а^Ч^ЛГ' .!..М1. </;;-,1и-, I чг ммИ 

Итакъ б-ь^^ должно д'&литься на а; но это, всл-Ьдстфа^ (40^1^ можех» 

рдща . г^-^П*, ,|)йдва (»♦. Р»|П0СД*дрэ1№:1,влучаф ^Ьте^|^»г'^^Т#. В:^ 
случа* же, когда Ь=:—Ь,^ а=с=а,=с^ , а?''т^у^^;;?а;^- »-|л'!«?»?:1^ ^ТамЯ 
же результатъ получили бы^ предполагая а^^а. 

Итакъ два эквивалентныя числа то^^В9 ^ 1}0гда 1^огуо$ь / ; оба удо- 
влетворять усйРошямъ (37), ЛогдА^ихъ нормы |Гйвйы" еддниц*| а 
дМствительныя части им'бютъ равныя абсолютный величины, но 
янки .равные; ммггому," есдК жвдммъI(«м;Ь(гв^IIус^ов^яV которым! 
не могли бы удовлетворять два эквивале«!]мкв1гчаиаг^ою/: его 
къ услов]ямъ (37) должно прибавить сл'Ёдующее: если норма 
числа равна едини^кгь, тЬ дгь'й^пШШльн^ часть числа отрица- 
1щльна или 0. Чисто т, у/(^В!де^воря1р1цее^^ (37) и дополнительному 
услов1ю, будемъ нарывать приведеннымъ числомъ. 

Два числа (/ и (; ')^, евяд&11нШ йсР':^01Кд1ественною линейною 
подстановкою (т. с. не подстановкою а'=^^\ только въ немногихъ 

^) Ниже мы всегда будемъ полагать, что числа, обозначаемыя черезъ о п 
т со значками и безъ зпачковъ, и1I^^ютъ положитедьные коэффищенты при I. 
Иногда впрочемъ будемъ до11ускать, 4^о коэффнцГ^нтъ при I равенъ нулю. 
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^йстяыхъ слгучмхъ фавяп мсокду €ебо«к Длн Т!ослЪдую1цаг() <^де'М 
ФЧвяь вю;йО"8вАть эти нсм&опс блучаи^' Пусть 

<^ = ^=С; 1У о1гД11^^1Г'- • (41) 

будемъ полагать а приведенный^ чйоламъ. Ч'^обы о' равнялось а^ а 
должно удовлетворять равенству 



Г"'?ц 



цр,г,ут1,, ,^ыть т9лько^,^ т с^У!(|1^, „(9,Р.|„щтре^;^„ ^ч«^, когда 
1-ый ел уч а й. ' Вещ «-ци^о^' т^^ф^^ -4- ^^' 'ВлЛй1ов1а!'слнв 

'НИМ...' '.Ч111/<11 Ы1 1Г' : Ц!:1.Л.1 • »;л '» ! ЧЦ' 1Л.'):.1*'^?^! 1' ; ''м1.г. ■• ^! 

с{№Д!е'Мошъ >ммвйяой''п«дега1вовкг>в'ш1 й1А>и '' 



: м I ^ 



I ' ' I ! 



Для всякаго числа (^%^ получаемагр ррйнымъ прсобразованхемъ 
11д4ь числа г, очевидиц ^б^етъ Существовать одна линейная под- 
становка^ преобразовывающая о' въ с'; именно, если о' полу- 
чаемся №'Б'1преобра9Оба0)е11'В|('411Х ТО! > 

ч;:9(::^;)(4^о- 

• » : . ■.■..'Гц ,»! > I: ».)|.,| II м- I ; ;..• I Ч.'» ; 

?-0 й ,р л у ^.а й. Щла а-^'=,т1^ 1, ;го ^ , . , 



но' 



II ■.:.|- 11! ' •' .' ■ 4-4— ::■ !■ ■ I 

2у 2у 



йУ ЙУ 

<»1:ч_ I . .;,.. ,•. г:; .1 ;| Р[, и ;; -; • • 

]|и; лри^имаейъ у за %о^^Г(УзIкII[Ч^'л^^й<^е' число, ^ъ та^согь блу^ИЬ 



(??сх|=1)*<т(*<^аяр^^ V -н- , откуда. «**ду^Т» 

<(ь: г и . : '..1 ч и. ' , I- -ичц 'и •:: 



I . I •' !! 



I <• 



(8кСЯ^1|)Р;==й, ")[^?=з11,/0да1-^дНг ду "^3=^^! 
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уравнен1я на|«;^, гд^ ^т-1гацменьш1й показа1^а|Б стеаеои V. При 
г;^=0 преобразованное уравнеше дастъ дня щ п корней безко- 
яечныхъ, р1 |оне1ных1й и V— п^— у, 1Сорней йулей^х^; поэтому 
'Л*ффиц1енты* прч и/"** и и^'"'^^^' не мргут^ ра9ря1;^ся нулю, 
и уравнен1е ^Ъетъ видъ: 

-^П^1 I ^^^11 + л ^- ^Ап +р1^1 • ■ ^^• 



Изъ предъидущаго сдЪдуетъ, что , 



« « • I > 1 



у 1 / \ ^1 ■; ; .' г.! I н1;. ■ ! I 

^=1-ь(V— П) ^ , ' 

. . ..ь" /, •.!....] •. : ' .п/-мкп[п|; 

что при ЛI=V — п — р^ наименьшее I въ членахъ Аи^'^ь^ модуляр- 
вага у91авя»В1я вей' Ыг^р.ш^ : л/^'^^ХУн^,. ' Та&к'ё' 'ИШ^ предъ- 
ияуЩАго. вмводн», ' чгго' хЬН' вмшго %]1еяа-^^^ Йодул^^р^^ 

УраВМаП!! ./^..-м^/н /■ »1'м; ш'.' •> .1/.1 ;- ■'^^■^ •</П1-»и11 ь: ; т-нпм! 
«.|«м;'н||. ..1.и.,.'» ■■ . ;|/-. •,;,!] ^ .л..1.},./1 . 1м'М1 ;1;<4{ ^■•^■•'" н ''' ■ • 

.Положимъ дгр'Ье 1^=г=^ г;"*''^; п^дставш^ и разд'&гамъ об*! 
части модулярнаго уравнен1я на г^. Тогда преобразованное урав- 

Чен19 д^т^п^ИА 4«, 1МпР| корвей беяконечшюу |11'<>^^™^'^ " 
Уг-^Н71||г-^1 вуА^м^'ь корней при {€;псЮ;> Ура^йенЦ 4111ре^|||и1Я«>ь 

•Л+Р1+Р* * — ^» ..,.,., 

всл4дств1е этого ^ ^ ^„., , ,, 

^* - ■ .. . / '.1.' *>М«»".Г • 



.. •♦^и.ь ■■.1/... ' '1^4*=1'^1-4»'^И»*{^--*Л— 1^,)-^ : '■ ■ " 

Т%и1Бе .9йвозрвден1%.«та« '1ите/< уная^ шм^, "(«{кУ н|1М1ей|{11И^ 
I при т^=^ — п — р^—р^ есть ?=1 «-г, +-г,; также докажемъ, чта 
^ всякаго члена Л|«**!;' (юдулярнаго ур&виен1я 



г^^'а1..|^^-м•^1^-(V--I^р,^--^^)% .'"''^•"'••■'(*23) 



а1/м1 !?^«|.«, ' *'•" : '"■" "Г- мТЬ^; ...1И1М г1..к' 



К»'и." •'•• 



Продолжая такъ разсуждать, видииъ, это въ нодулярпомъ урав- 
иенш всегда су11^вству]отъ таккЬ члены Ли'^V^, ч^о 

1=1, 1н-г„ 



1 (24) 
1 •г,-! г,, 1 »-г,-ь-г, 1-Гз, ) 



Также видимъ, что для всякаго члена Ли'" г' модулярнаго уравие- 
Н1Я (обозначаемъ чере^ъ б л'Ькотарое ц$лое, положительное число) 

/-• зт а! 1-г,-4-^г,-1 '...кг-1-г,^у — п— ^), — .... — Ра)--^ ' (2Ь) 

Газсматривая члени АуГ^^^^ существов^н1е которыхъ нами до- 
казано и для которы&ъ т т I опред'бляются формулами (24)^ въ 
томъ порядке, въ какомъ мы ихъ получали, легко зам'Ьтимъ, что 
в'ь д'Гйхъ членахъ ^ + 1 сначала уменьшается до т^хъ пор'ь,' пЬка 
^/'>'^*'| а нотомг^ увеличивается, когда л"<п'; дегко х^иерь опре- 
делить наименьшее т^-1 для такихъ членовъ. Если п — не квадратъ 

•' # 

и если — 77— наибольшкяизъдЬр(5^й-?;., меньшихъ единицы, то 



• . I I ■ ' ' '» 



наименьше^ щ%1 будет'Ь[ тогда, ког;\а 



л/ . .■■■••.•' 



Если' же п — квадратъ и если —ут =1| то наименьшее т \^1 будётъ 
тогда, когда 



^^— V— п— /),— р,— ...\..— >),==р(л)— 5 Р, > 



л > : 



/. 



^=^— «— |),— в,— — р,„,=2)(л)^ 5^* : 



^•■ 



|(?7) 



;* • 



ДдкИкемъ теперь, 'что' йиттиш ш-ь^Гдля особыхъ членойы^еть 
ипййтштА для вс4х* адепоэт. ^^мГт/'кодулярнаго уравй'ен1я. Если -л 



квадратъ и -^,=1, то изъ неравенства (25) имЬемъ 
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— «70 -1. 



■'•1 1 ■ 

Если же и— не шадрагь н ны обозначияъ 1|ере8ъ т^ наибольшую 

п' 
изъ дробей -77, меньшихъ единицы, то неравенство (25) даетъ 



^Ч^г 



2^^,»){ы.|}. 



Положить 1<Ср{'^\ ^<"^И*0 ^ь* не можемъ, ибо тогда ^ 



■' .■■'■! 






Положить ^<^|?(л), ^лр>|)(^^ яельзр. Д'1]^стве- 

А, 
тельнй, такъ кайсъ г^<С1> ^^ йаъ^1^^<8р(п) вы^жкаетъвъотомъ 

случаъ 

Но модулярное уравнен1е обл^кеМ свойс^бокъ не изменяться отъ 
зам-Ьны и черей!Вг-У|» и г череАъ щ сЛ№дова+ёльйо, если допу- 
стить членъ, у котораго будетъ ?>>р(м), т<^?(п), /-♦-т<^2ю(п), то 
существуетъ и членъ, у котораго «<]р(л), Л1>^р(п), /-ч-1л<;2р{п). 
Итакъ всегда 



• I .. I 



.,1-*:т^Ы»)- . (28) 

Известно, что модулярное уравненхе не изменится, если зам'Ь- 

нимъ г 4ерез^ ^ ^ ^ черезъ- , а нотомъ ' Цножимъ об^Ь шстн 

урдвненц! ,ца нУ-.^сл!» .сйе^ц^е^ц'^.,?;щ^о.э^V^4цу^^^ кммй1}1,аденъ 
к"*«' рбрат;и?:ся цъ ц^^Ц^у^,"!; д09Т51|у ндабодьщ^ №едрчц|Ц1 1ШИ^ 
есть 

2V— 2|)(п). (29) 
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Будемъ называ'сь' ^ерезъ .^ всяв^|В р^^лт^лъ /П^ . ч^езъ с1 — такой 
д&1итель п, которьи1ибол']№ \^п,'^через'б ^--общШд^итель Ллп:с1, 
черезъ <р(А) — число чиселъ, положительныхъ, первыхъ съ Л и мень- 
тйЬх'ь *; 'А'Й'4б'*Ь^'гда соббразйь,' что'ДЛ* п йе *йАдратй' ' ■= *• ' 

■'■ ''■"2'7— 2)У(л)=2)^ч^2«/н-<«.-ч^:.;.^^р=2Т*у^ ' ' (30) 

а.въ случае, если п — квадрат!)^, .. 

:?^~2р(??)=?^ч.,21>,н- н-2^р,^.н^,=2)^^^ т^№,ЫпУ (30') 

Если исключимъ и, ягъ (9) и (Ц), тр п^^чимъ уравнеше (12), 
степень котораго относительно' V* выразится или формулою (30), 
или формулою, (30'). 

НайДемъ теперь всевозможные квадратн11е делители п. н^^^ 
нхъ черезъ Л и собтавимъ мрдулярныя уравнешя для преобра- 
зованд[ степеней п : л^; будемъ обозначать модулярное уравненю 
для преооразбванш степени п:Л' черезъ ^ 






Уравнеше (9) заключается въ (311; надо то^^ко для получешя (9) 
положить Л^=1.Еслйп — кв&Д1й1т^^ то при Л^^=:п уравнеше (31) 
будетъ и — г=0. Изм'Ьняя всячески Л, перемножимъ почленно вс! 

(М); «СГУДа «]ИЗт .:*:'..Г:--. .1^ \ '■.;'|- • . ,^ л 

»,.:к. ^/ ...' -. Щи,р):^Г1Н2(,%^)г=0., , ...,.(32) 

Первая часть уравнешя (32) состоитъ изъ членовъ вида Ви^^V^; 
ояевидно^ что наибольшая велич]Е1на т-*-? въ случа*, если п — не 
квадратъ, будетъ 

"" ''"' ■^" ' • '' ''''^^*Е(Й^( )|**^11^' ■ ' "'"''"' '^'*"Л 

.•♦I/ 1:».И(.1г «:1.:|!.!1! и/:|'..! I, , / '.I. 'СЧ''/Й\" ''"И 1 •■/.1Г> 

прлъ 5 МЫ подразумЪваемъ дфлитель Л; > ^ ( ~ ) берется для ^^р^^ъ 

^ц^кйй^оАМ 1Ъ. Бел»^^|^к1га)ф«1М; то^йайболвмай'везтяна т^^^! б^Ь4ъ 

24* 



о — о 



'ПЖЫ<'т)^'1''-"- ^''> 



», 



Если че^еъъ^ Ф{п) обозна^икъ сумму ,:Э.с^хъ д^ателей п, а че- 
резъ Ч'*(п) — разность между суммою делителей п, большихъ \ щ 
ц суммою дЪлцтелеб п, маньшихъ уп, то наибольшая величина 
т ^ / выразится во всякомъ случа']^ формулою 

Ф(п)-^Щп). (34) 

Ес.1и исключить гс изъ уравнетй (32) и (11), то получимъ 

^ • щ.^^^ио(^^^ ггЛ=0; • (35) 

степень этого уравнен1я относительно г;* равна Ф(п)"нЧ^п). 

}} 94. Прежде, чзмъ обратиться къ ариеметическому способу 
опре^Флешя степени уравнекш (35), мы должны вспомнить нЪ- 
которыя малоизв'1стныя свойству линейныхъ прео()разован1й. 

Пусть т^а* 1-у/ и т'=а'-1-2/'г как1я либо мнимыя количества, 
у которыхъ коэффищенты передъ г, у и у', положительны; поло- 
ж'имъ, что т и т' связаны между соб(^ю линейною подстановкою: 

^=- — ^=1 ^]'^> «— Зт=п1; • (3? 

.г .• ■ / •'. ■ ».■ . ■• ■•'•■■• I ' \^ . ■ 'II /■ 

а, ^, у И д' — ц'Ьлыя числа, т' и -с, связанныя равевскамм :(8в), 
будемъ называть эквивалентными числами. 

Будемъ измЬнять а, (3, у, 5; въ такомъ' сАуча1; всегда можно 
выбрать а, |51, у и 5 такъ, что 

-У^<1:^'*-^у"^г: '■ ■'■ " (37) 

Действительно, между ^еевовм6я;ныйи Ьсфиами ^У(ут-ь5), въ ко- 
торыхъ у и ^—числа первый междУ" совОю, непрем'Ьнно суще- 
ствуетъ наименьшая. Пусть же ^^(711 д^) — наименьшая; р'Ьшая ура- 
1^пеМр д(?^-8у=1; найдемъ а— а^-1^у^ ';5=|3'— ш-?, гдЬ Л1 мокётъ 
ра^вяться всякому ц^^му .чнсду- Вы(кремъ чио1р,т тадссь,. чтоОн 
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им^Ьла наиме|1Ы1|ую всдвчуну цри дапныхъ у и о; въ такомъ 

случа'Ь 

I 

'■ ' • ■■ . ■ 
посл'Ьднес — всл'Ьдствхе того, что 

!181ь' прех^1^дущихъ яеравенствъ прямо сл^дуютгь неравенства (87) 

ц(;р|ад> ^ № .дретав^ 191^ьк9 ,< .вс^с.1;в1^ хогд, чтс) дрибавде- 

Й1^к%'4 т^ 1^ мы п^мтмодимъ Мнсйное х^реобразоваше. 

Итакъ для всякаго числа т моляо най'ги ему экМЬаЗгеитйСУе 
число, удовлетворяющее услов1амъ (37). Сцр^иэаеюя, при какихъ 
услов1яхъ два эквивалентныя числа могутъ удовлетворять нера- 
мнсФвам^ (87)7 
• Навывм ^4ербэъ «г, с, (1« , с, , 2> й 2)/ в^котерыя положителвнык 
чшклк, а ^ереэъ & я 6^ хаюя ннбудь дМствятельння числа, га 
хсмиекъ- всегда положить 

1=; 7т—^у т ~ , д , ^=^а^—\', ^,^ц,С^—Ъ^ -. . (38) 



I • ' 



■ • • 



I I ' 



Бсшц т И т^ овжзаны равенспами (36), то, иридаваа л ш ^^ пр»* 
личния ' внфчевиц нм'Ьбмт 

а,=а5•^-2Ьу^ч-(Г^^ '} ' ' (30) 



и . ) 



> • 



Если тих' удовлетворяютъ услов1ямъ (37), то 



■ I 



гд1} (Ъ) и (Ь,) означают^ абсолютвыя величины ^ и ^,. Изъ 
УСЛ0В1Й (40) выводнкъ 



Такъ какъ 

аа,=(адVйу)»-I-^у^ 

ТО у можетъ равняться только или О, или =ь1. 

Если 7=0, то а=5=5=ь1, д;^=;а, x'—^=^{^. ПослЬдпес ра- 
венство невозможно, такъ какъ х' \к х удовлетворяютъ (с(7). 

. Есд^ Л'г=^=!*^1» то. а|5=;а^**54Ь5-+(1^^ <к^^=<^I^^ш'^^^уЩ^\^0\^^^ Е^едщ 
а,^а, то а5^±2б5^0. Но изъ неравенствъ 2(Ь)^а, (5)^5*1 сл^дуетъ 
а*'5*^26в^О}'поб1^6кук6ЛйЬ Только ио^оайть й1^'=*^2Й^==0. Сл*ко- 
вательно .^р^х?, ,^|Т»^Р ^1^=7т«» дбо ца1«,гы(м:^| ^Т<»л,^ Цор*4й- 
^ре д^ъ в^1№ствъ^ (39). да^х-^,,' -г о .„й,; ., ^миИ 

Итакъ &н-&^ должно д']Ьлиться на а; но это, всл'бдстфйе (40)^Мйа&в1% 
|^1^ть.хо^|гДО:3^ ддуд^ъ флучае^ъ: 2^ ь1^=?0 идц |ик;ош)1вм^ 9Юи- 
)9ура &-7*т*1 РЛЭна <»•. В»,посд4даэн* ..«лу^ай^ Ьда6ц,.^=!?=т#. Въ 
случа* же, когда &=— й,, а=с=а,=с, , а:'-н-1/?5ч^»^? ^-у'^сг^!^ .Тлвд! 
же результатъ получили бы^ предполагая а^'^а. 

Итакъ два эквивалентныя числа тод1^К9 1)0гда могусг^/ оба удо- 
влетворять уся^ов1Я11ъ' (37), когдг1^ихъ нормы равны едцницф, а 
дМствительныя части им'бютъ равный абсолютный величины, но 
80|ики равные; ^Ж)оеггому,' есяй жвдит1Ъ1ММ^Бм(усшв1яу воторти 
не МОГЛИ бы удовлетворять два эквивале8П1кя.'члма1'равок», ; !го 
къ услов1ямъ (37) должно прибавить сл'Ьдующее: если норма 
числа равна единиЦгь, то дхьйс'шиЫельнйй часть числа отрица- 
щельна или 0. Число т, удовлетворяющее (37) и дополнительному 
услов1ю, будемъ нагзивать приведеннымъ числомь. 

Два числа </ и с *); ^вяда^нш 110^':готдественною линейною 
подстановкою (т. с. не подстановкою о'=сг), толио въ немногнхъ 

*) Ниже мы всегда будемъ полагать, что числа, обозначаемня черезъ о и 
т со значками и безъ звачковъ, им^^ютъ положительные К08ффиц1енты при1. 
Иногда впрочемъ будемъ допускать, что 1кодффнц1ентъ при % равенъ нулю. 
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%встаыхъ случихг равяп между собтск Для |!осл%дующаго будем 
0<1еч1ь в«бкно' 8н4ть эти немиопс случаи. Пусть 



г ■ / 'Г;') 



. ■- ■ I 

будемъ полагать а привсдеппымъ чйолакъ, Ч'Гобы о' равнялось а, а 
должно удовлетворять равенству 

■ 

■. ' •• "(Зус^-ьт^— га}^адр{'^нг(5)Г'^4...1.' •; (41') 

Такъ какъ унимая, часть у а не 1^о,:^етъ ,обр^п]^^т^р в:ь ну^ь^ то 
нлгутъ , , быть трлько.^ дв» сду^|1я. . (во 9.ччтрс)«ъ , случ^, когда 

1-ый ел у чай. Всми «-ц^-^О, то»'(т=^*^ -4- -^^ вдЛдювй^-сльнб 

<,^ 1^\'^Ц*у Ш^^щеVV^Р^^^^;ц^ «;•-*:,;>;*«« .сд^^дур-уъ,, ^—0=^0; 
пр^1;рНХ Атп-^.^!-, Ив-* ,цреА>тиу^г(^,з^к^.Ю|.«^е^^^ что, о=г. 
Ц, дЬЦдтр^рдьнр,. адсло «.,редбл^Ьвывартс1?,,.,с,«|11,р, ,въ себя по- 

I 

Для всякаго числа (>', получаемаго лп^ейнымъ прсобразованхемъ 
юъ числа Ъу очевидш;^ будетъ существовать одна линейная под- 
становка^ преобразовывающая о' въ о'; именно, если о' полу- 
чается взъ { преобра9ован)в11з('41^} то 



:..;•■!' '1 ' ' » ■. 



• ><1'3;=||| "^Л^ 'лМ '"10. 



I > 1 » 1 , ' ■ и I ч 



?:0й случай. Если а-+-^=^^1, то 



I I 



2«ч=1 V/— 3 

. I. • , I ■ I _ I ■ I I . 

ма прМимаейъ у ш 'иоя6^в^^^^^'А^кое число. Въ такогь Слу<г&% 
(9л?р1)*$ТС*5и=1= 2 ) -»- 4 1 откуда рД'Ьдурт^ 



I /•■ I '"!.' 



(54а^1)*?=1, ^^=31,03= — «'^о^ ~3=?=р, 
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Отпоситедьво от, ^^ ^ "^ хегутъ <быть два еду им: а) \=^\^ ««==^0, 
2=1, р-=— 1, Ь) ав^1, «^1, ^«^0^- ^=^^—1. Таквм* обрааомъ 
ввдимъ^ что число р переходитъ само въ себя съ помощью двухъ 
л|1вейннхъ преобравовашй: 



Для всякаго числа (т^, получаемаго изъ р линейнымъ прсобра- 
&оЬ!ав1емЪ| очевидно/ будуг& <еущеетвовате дв*! лпнейння подста- 
новкИ; преобра8ующ1я </ въ </. 

Наконе^](ъ ^'(^1с{''(т±=с!с.{ преобрввуется с^1м6 в^ себ^ ^к^чл- 
буйный' ^ксломъ 'йр'ёобра8овайй'(5^=^^^ т— ц^лоё, дей- 

ствительное число. Числу со . г эквивалентвьк Д'Ь^с^й'1/е1ьбйв ^исла 
щ^^^^^^V^^ кофорцхъ « и у чнсланервы!! м^^вку вобо1о.: 

Эквивалентныя числа часто равд'Ьляются на группы, которые 
хкрактериёу ютёя ^ ^ 'ЙвФстныНи ' Св(^й1(5твЦ^ ' т^^x4 л ий^выхъ 1/ре - 
образбЬ'|1нШ| ' с1^ помощью к'6тЬ]|^1}хъ всЬ эквиЬалентныя чйсУа' й^В'Ь- 
ствой группы ^'^^учаютЫ' й^з!' о](Ного чи^^ б'^'Декъ' )&ъ йкШемь 

сочиненш делить эквйвалентныв чшма иолысо такшцъ н^брмом^: 
пусть 

числа а' и с'' мы будемъ прачиелмьо-т^кс^днайг! илит гравнымъ 
группамъ, смотря по том у, удовлетворяются или н'ётъ сравнен1я: 

а.Щ^1Та:, ^Щ-^г-уП', ТИ^!)^',' «Й-Г^' (♦»о<г. р), (42') 



• / 



въ которыхъ (Л произвольное ц1}Лое число, одинаковое для всЁхъ 
четырехъ сравненШ; р для насъ жЫабг/дш'^ ^пефвЬи!ачальнымг 
числомъ. Если сравнен1Я (42') удовлетворяются, то ^' и а" будутъ 
называться энвивалентнымц Ьтносьи^льш) модули р. 
Если|9=2, то эквивалентныя числа разд'Ьляются на шесть группъ, 

1|0д,,адсл*,.с)ц^,: I?, 7^ .удовд^ж^рряад^щ д^— ^Т^ 
зуются шестью системами сравненШ относительно модуля 2. Д']Бй- 
ствительно, изъ четы][)е±Й ^се11Ъ'' а, |5,; у', 5 одйд 'может^>' бить 
четно, вс'Ь же остальнг^^ нечетны; это даетъ четыре группы чиселъ, 
экпивалентныхъ отпоевтельно модулк 2; к^ этимъ ^тыремъ груп- 



1М^ъ |Ю7|;«о,' прибавить. ещ9 дэ'Ь групп м^ хяряктсфвду^цыя!' сл']^- 
ду^щщш, сра^нощамо;,, ■ >... ,г,'» !'>-»•,, г^.}и,^п■.^ 

^)„а=1,. 1^=0,, ,7.^(),, ,^, (»»й<?-„?)^-. ... 'и;:.,.,. - 
2) а=0, Р=1, 7=^,,г^0 (Ш01/. 2). 
Если р нечетное число, т6 сра^1№н!е 

Ш%вг^^^:^{р^'^1У')^еЫй:%^ Шй*' ЧМНо у М^ ка- 

лится на|?, то, придавъ |3 и х^дро^з>ол4^ы)^^^ваде^н^^,;,по^учч1>» 
всегда для ^ одно р'^Ьшеше; такинъ 4$бра^омъ им^емъ рЦр — 1) 
рЪшен1й срав»ешя.(43). Ерли же. а д'Ьлится ^ на^ 1», то ^ произ- 
вольно, ^ не'д^|11ится 0а (^^, а ^{ък^е'ф> оцрёд^л^нное значенхе 
для ивв'Ъстнаго р: такимъ образомъ Ь^с'Ьемъ ет,^ р{р — 1) р'Ьшс- 
]^ 0(Р1№щщя,(^%У Еа«мое р^ЬщевЙ! срцвиещА (43)>да<^тъ\ йегн»^ 
елейное множество р'ЬшенШ уравненхя а? — ^т=1; но ве1(' рАг 
ЩйФ р^^пг^'^щ'^у щцу чмиш /И8> кОдр!М^ рФшенш1,сфМ0[аа1а((|13), 
удовлетворяютъ сравиеяцшмъ (^дГКг.^Такъ |сакъс а,г|}, г.у^г.^ги п^, 
— Р, — 7) — ^ даютъ по нашему опредЪлен1Ю числа о' и а", при- 
цадлежащш \къ одной групп'Ь, ^о грУппъ чисАйъ, вквивалентныхъ 
относительно модуля р^ буХетъ 

'.II , .. » к. ' («и " ••" »?; 4. / •♦-. ... . *'х1/11* 1^ ' ' ^ ' ■' ' ' ' . • • • '•" » г 

Дал^е мы будемъ называть дв'Ь линейння Щ(^1^ТЩ>1Щ \^;'^) 

и ( / ^, ) обратными, если. , тождественно удо^1етворяется ра- 
венство 

Легко доказать, что а'=(—1А 13'-7 -^ (" ^ )''Р' Т'— (— 1^7. 
5'=( — 1)'*а ([А— про!й^воА1»'ЙЫв''ц'б1ое нисл^й) и что другаго рЬ- 

шен1я для равенства (44) н'Ьтъ, если с вполн'Ь произвольно. 



^ В^9 — 

§ 95' Есл* !» мме нйвуХА ^1^*^N)в (^е1'на(! мй'йёчетяос!), «>- 
ложительное число и если аЛ—Ьо=-Пу лрк че1№'Л,^^; <^ к^ я^ 
им'бютъ общихъ д'Ьлителей всЬ четыре разомъ, то всякое преобра- 
зоваяхе п*ой стспе&я''^а^ктсриз7ется равеяством^ 



.1, : .<' 



г^*]^ в и т— числа, опред^Ьлевщця^въ.^ 9$^^ Будемъ называть ра- 
венство (45) подстановкою п*ой стёЯени. 
Будетъ ля../^ ч^тдо ц^ , дрчртя^ , |1сегд|^ д^^^^^о цайтц такую 411* 

ЯЙЙЯуМ'ВОДСТЙЙд^ку^ /^ 4")^*^^^^^ ч.1П| ^ " 






. \ (.-^ ','^1 :.. ^-хУ*! 'П/ ■ -.11 )• .■•)»|'">Лм![ 

гдгЬ ^1>ььн и 'А, В\ Э 16А иМт*^! об11]№к4 Д'Ь^йтё^№к 1*^ т^ 

ДМегштеньяо; '«<«1й желием*^ *1уд<^м^«д^1гть 'ра^епст^ Щ') 
лкъ,»1чтобы вг§-^Р'1Г'*^1, '*#1дол«4йы п«1<й*й*й' ' " • 



п 



\\^^^1_2\ Вд'^ЛЬ . 1ч_п_/г[1 1>^<гч гдРа.'и^ -• ;^,-'*п 



Чтобы а, ^, 7 и ^ были ц'1лыия чис^аки, необходимо и достаточно 
удовлетворить слЪдующимъ услов1ям^: 1) А должно быть общимъ 
наибольшимъ д']^лителемъ а и с, 2) Л должно удовлетворять 

' 1^^^ ^*'**'^* ■^)' 2-^=» ('«о*^- ^^). ' (46) 

' М . » I ! ■ 

Если одно изъ сравве111й1 (^6) ]|Д(1элетвррен<^ р и другое можегь 
оыть удовлетворено, пЬтоку что . . 



Сбй14%стййя сра*вкён1я' (4бу йм-В^оН (<Хно р^ЫЫе, ибо чйска ^ , 

всегда можно удовлетворить равенству (45^) и тод{>ко однимъ сно- 

сравнимы по мод^^лю В. , ' \ 

'ИрЙй'Ьйм йъ ]^4вснстйу (45*) бб^ратную лпн1е1ную'поДс1^11!1Ь^кУ; 

ПОЛучаемъ щ.. .г^м .,.. ,^1, . мп;.-,. и|I^ ом. и: \\и\Л'}'> и\\)\ 

Подстановки 



«.'1) • .\| 






в<ъ. крф^рцхъ ,4 лЦ ,Д\сва8ацц «ихмькр, ра|В.е#стэр№/ч4Д^=2;|ц |Д Б 
ц^щ^тр^ р^имтдац* зтм№|Я|. цервц4[< «;^ общциъ д'Ъдр^^меи'^ Т^щп 
ти^^Л ?Р Л)ь |Чй* |П^»(Л «юхамкэцие1оэ'Л{в^}|»<(^дудЮ)Д), «буд^м» 
называть представителями^ ,цр^«^аяов9М)к »| /«^т^гО*;к цщ^ц^щц гД^г 
1(() )91^^;н^1;^м ч^,,|й|2|вдста«и111€^1в, .П--ОА онед^ви .Эй«1у»м' » II 

•»!.<М1 ьгл;|'<;|Г) Г(М , .{.? !•)>[•> ;;;>{ л \ м. >'• »и.1'-,||:я1|; о лгм.' <М ) 1 ^ 

ОИ I — --.»? I • : ЛЬЬ=Л!'1'||( 1' ■♦-- V -И/ИМ':. ., I I ■)^4|8) 

гд^^) — первоначальный д']&литель п, а произведен1е распростра- 
няется на всЬ первоначад|>ны^ 'д%л1^ели п. 
§ 96. Равсмотримъ теперь квадратное уравненхе 

въ которомъ Р, ^, 22, X, п — Ц'Ьлыя числа, при чемъ х*<;4п; х мо- 
жетъ равняться и нулю. Цазйвая дерезъ г или положительную, 
или отрицательную единицу, мйг можемъ представить равенство 
(49) въ сл'Ьдующемъ вид'Ь: ., 

^ ' ' ; 1"И'.Ч1,(| » • •. • Мр»! Ч п ныли; . .1|'['М.| '».1 

ьс 1.'^гг^-^'5^ — — г-иг-1.Л ^ ' "'" (49') 

А-^я(в-нех) 



-^ 980 ^ 

Такъ какъ §-ьх— четное число, то въ равенстве (4.9') <у преобразо- 
вивастся само въ себя посредствомъ преобразоваи1я п— ой степе- 

Щ ^^^гЯк 4? |Ри,г^де,^I1гЬк|т,^,о/^щ|рсъ }\^щц^^щ^ш щ,^ у.^, В, 
Р и п есть общШ наибольш1й д']Ьлитель Т, то пр^образоваше б^- 

ясно сделать только, представивъ (49) въ вид* (49'). •' ' ' 

Равенство (49') 9ре|да можно зам'Ёнить, шкъ было выше объ- 
Ьькено, и однимъ^тщько Ьнособомъ-^равевствол^ (если преобра- 
зовывать только подстановку, а не а) 



М,1 »<| и_ ,. : );. 



^л. Р 



' Дал*е 1ГЫ будем*' •яол11гать; ч*о Р,^,' !/? и -п не йЛ'ю** ов* 
1Ц«х^ Х^^ям^мёЛ, йвсУ^^'^' 1<р^МвйЬМъ ч[^^^у4а№]кмVЦ^^^ем*ьравд%^IМ& 
первую ^С1^^ у^вМн^я' (49)' на' 1»то№ (>бщи<д1|1л#ге^1^, а Ьоткпп 
прки1тми 'йЯжёел*дую*ц1*' ра8йул)(йМя. >' - ■ ■ ^-^>^ьи; .•• (4... | п. г •. . 
Посмотрим*, будут!/ ли полу4а1^ваг' ^д1д.^№н№ё пр1е1ДИ416НтеМ 
въ (49"), или одинаковые, если въ равенств-б (49') сначала поло- 
ашмъ е=н-1, а потомъ 4==-^11 МФЫ для е=-ь1 и е=— 1 по- 
лучались т^ же представители, чи1 

ДОЛЖНЫ нм'Ьть «фтъ же <1)(1]1Ш ^.наибольшШк/д^Ьлм^ель А, какъ и 
числа 

• •!/ • ^I I I' •}' -И}!! «.. ч,: I ;,;'..!;! ч . 'Л -■/• '\ .: 1/1"|и'1 <..; .. 

Во вторыхъ, ДОЛЖНЫ удовлетворяться срйвнен1я 

1 

' ' ' ^^ В=иА {тос1. п), $^ В=ЕА (тоа, п), 



■ •;! 



?Л 
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Изъ перваго услов1я . ^^дует;ь х^=0 {тоЛ. А)\ изъ сравнен1й же 
сл-Ьдуетх х15^0 (тоЛ. п), х^О {тоЛ. В). Такъ какъ В должно 
б^^ор^ «щ9Д9!^ъ,дедд1л^^ р^ь абщ^^^ . д^л^те^^^^^ Ал^^ '^Чх^Щ^^ 
ственное необходимое и достаточное условхе будетъ х^О (9)|^^^,^« 

Поэтому, если п>3, то представители въ равенств']^ (49") при 
тфхъ л{^е РуЯ^ ^<^ А| ^0 при разлцчнц^ъ г.ще нор|[Г'Ь бдт^ од1^ 
наковы за исключенхемъ, конечна, случая х=0, ибо х*<[4л, сле- 
довательно X не м(№е:г:ь дЪлиткя на I?. . , ., , 

Если л=3, 1*6 кроме случая хЦ=0 оба представителя будутъ 
одинаковы для х=3. Если п:=2, то при х=2 оба представителя 

<?|ДуЙ'-0;<ЙЙЙк«ВЫ;"'— '• ■' -'■•:".:-.■-.. :.■ ;••! ч-:г,| 

''ИуЙ1'^ (У— прйведейнбе чис-1Го й бйрёделяетс'я кйад|)ат11й<^^; урав- 

ненхемъ съ целыми коэффищентами: 

'\ . • • ■ . 

<а(1«ч-//)(1-^^с=0; Ь\Ь'-Лас)—-*.°—^п. (50) 

Шложимъ, что а, б/^е- я^'^тЛкпъ о(ЙДЪх^^д'кАй^1М;' а Г 111ё1 Мк%- 
^13 общихъ делителей^ съ. п; следовательно ^ и х взаимно про- 
стйя числа/1Если''а и п — ^^числа постоянная, то а, Ъ и с — также 
постоянны; но х и ^ могутъ быть и «дерерс^^нноя, 1I^щ^^т^(^^ъ\^ 
обозначимъ — Ь*ч-4ас, то л и < удовлетворяютъ уравнен1ю 



,. ;• \( 



х--1-Д?^=айэ4п. (51) 

Уравнев1е (511 вообще можетъ имъть нъсколько р^шенщ. для 
когорыхъ X и г — числа первый между собою: спрашивается, въ 
какнхъ случаях^ для двухъ системъ ^иселъ е. х, I представители 
въ равенстзахъ вида (49 ) будутъ одинаковы? 

^^ Чтобы для двухъ системъ ?д Х, < при ОД^ИМКОВа^Ъ (I, ,Ь ^ 

ставители (49") Йыли одинаковы^ неойход^м испрднить сл^^дук^- 
Щ1я два услов1я: 1) числа 

;(1/ •■•.:•»« И .•' ■<• . • д ("•^ЙЧ»-€Х), ^, Н ' ' |/ ' . ./•.»< ;И11| 

I 1!'» »■.'; :•» . 1'»» )И|*Ь г|/1М]- I 



• . ■ ( ' 



должны им^ть тотъ ;це об1цШ \д^^тель А^ какъ и чксла (назы- 
ваемъ черезъ ^^^'\, 1^ вторук)' систему 'й', х, () ^ 



4.'.-).л|- • ■: . 'У и:: ^^<\^.^^^.■^■■ . ,. ';.Ч| I::!;,' !.■ -.1 .!■ '^ :• 






I 



Легко видеть, что необходимое и достаточное ^(^^^,,д^ц д;|^ 
в^^тао^]|^р^^ вр^^х-^ этад-з^ ,требрванШ рсть ,уд9^»^етв9реше ср|авд*тя 



- {Ы\ — 61x^^)^0 (п?ое?. л). 
Такимъ образомъ х, ^, х^ и 1^ должны удовлетворять тремъ ра- 

КРСТраМ!,. (р|б<?8Ц«У||еЦ^/ .^РЭЗ*]^, (У,«^0«|. число);-. ..и- ..^ии,и^лли\ 

2»а:=Ех<1 — е.х^, 4п=х'-1-Дг, 4п=х% •*-. Дг, • (52) 

418% '^|IЮейО'^&^^ (02) - ВМ»0ДЁ1ГБ< •"■'»' ■•/«••!/ »! \ (и1 \л\\\\\:(^ .^^ . 

.,,■ ("-|)'-(>«.г1)лГ-'.*)(^-г')=»- <'" 




^^.^^^ 



при этомъ всЬ услов!» (д2) Ч1К1&НВЦЮТСЯ удовлетворенными. 
Такимъ образомъ два равенства: 



- 388 — 

•• ■'■■■"■'■ ы==!^^-*^1!^*,^■4^^\■4^ш^,,^^^^^^ы.^и^. •' ; -КйА 

Равд^имъ/мороевз^ (54)' Н4^ первое, 1!<№1у4а(д11'Ь ' > .'^^ ^»^*^/ 

* ехм-^— 3 ?х— /у''— 3 , 

• < , , . . } I ; . • — , , V •-■ 

б|Х|-|-<|у/— 3 ___ (56^ хх^ ~н 3<<| ) -4- {Ш^ — с ^ Х| <)У— 3 Лн-2п\/--3 . 

€х-ь<у ^ "" х'-ьЗ/5* "" 4п ' 

.ыТ«с??п|9^к?у;в^..?^9р*Д?е|1ъ, раведсз-д^ стоить дройн^^^^^зд^ъ, тр 
каждому равенству *(1*-1-<(1-«-<=0 будут?^^^(^о:^в'^тр:^во^тХ| ,;^ва гра- 
венства: <,<т'-4-<,(у-+-<,=0 и <,(у'-1-<2(1-1-<,=6, которыя будутъ давать 
тЬ же представители, если ихъ представить въ вид-Ь (49''), что и 
{^7*-^1а-Ь'1—0. Легко в<тс:1й1:ц что ~ 

— ^-ьех — Ех — Ы ех-4-< ех — 3^ 



Но и зд-Ьсь будетъ исключен1о, если х;=гО (или х^гр^О, или Ху^пр); 
въ такомъ случа'Ь два взъ уравненхй, опред'Ьляющихъ (т, делаются 



— 384 -^ 

одинаковыми. Въ этомъ случае »=аЗ ж у двухъ одинаковыхъ ура- 
вненШ величины а равны 8. 

§ 97. ОбраммЬ! т'с^рь кь олредЪдешю арненетичеекпи'кутенг 
степени уравяейхя 1^&) отн6скте^^ьнб ф^. Пусть ^^ изминается но- 
а^р^спокъ какм!^^ нибудь динейныгь п|>е(Уб)1а80ва1п1 ^^ы^^* ш V^*] 
пусть <7 отътбхъ 26 првобразовашй обращаетбг 1&ъ чг^ кчг^.Есл 
«т^ и ^2 — Ьквивыентняг' отйоси^-ёльно МсУХул^ пра 

этомъ не М'Ь111ает1& заметить, 41^6 р^^=^=V^* Мл^ко тбгда, кЬгда с, 
и <7, — эквивалентны относительно модуля 2 (1оагпа1 топ СгеПе, 88 
^апд, 4 Не{(;, статья Дедекнвда). Всд'&дств1е предъндущаго^ въ 
уравнен1яхъ (9), (11) и (32) мы всегда можемъ ограничить а т^мъ 
условхемъ, что с /ес7ь или чиоло приведенное^ идм,пмучмтси изъ 
приведеннаго числа ^' съ помощью одного изъ пяти преобразо- 
ван1й: 

/ .. /• ■..••■•'. , • 

Если изъ уравнешй (9) и (11) (или изъ уравнешй (11) и (32)) 
исключаете^ щ то этимъ предпр«9Г1ке:(вЯ| ^чт(^,,о(^ у{М^аев1Я удо- 
влетворяются одной и той же системою величинъ и м ь\ поэтому 
и* и г; ^ для обоихъ уравненШ^^-одно и тсу ^вкС! Въ теорш эллипти- 
ческихъ функщй доказывается, что т и и^ удовлетворяюнця ра- 
венству (11), связаны тцкою линейною подстановкою (^)> ^ 

которой % и ^ — четны, *А, у й ^ — нечетны; такая линейная подста- 
новка называется линейною подстановкою етараго рода '). Было 
уже ШзайУ^У 1кТЦ ^'^с'Ъ ^длк 1^'№'^;1удб1<)^^(ф'йю№!Б'^^^аЪкек1ю 

(9Ь),' 'ЫЗЙ^У'РЙШШМА: ' ''' ^' "" ' '^ --^(оы:.! м.ог;г. 
I гмс; • / »• 'М I (Мим '1 ! О I . . - и I I .^ ., « и''1, 

п 



» 



^) Линейная подстановка, въ которой л и г— нечетны, а /3 и 7— четны, на- 
зывается подстановкою лерваго рода; только для а и г, связанныхъ оод- 
й»новкд*б перваго рма, |1*=1Л * ' '^ ' " ' ' ' '• ' "»' 



3>л 



сх1дока1еино. есдн жы шсЕлочмешъ ш шп <,11) ш (33). то ате 
знжчп^ что вежшчшяв « ?, |ф« я1пгтор1т зпчевшъ 



» г» 



^ я « м ш I, казаки шшЕеШяп» яохепкмвм» м^орага роха. т. е. 






Л,; 



1 <•«;.2^. <5в; 



Доюи ! яовросъ о стешевш траваешш (35< 

1^11гшш1 чвоа равлпвих& сшепшъ чшеетк ^ п'. тГ ш #. 

тдоиетворжюгь тслопжжъ \'*^ . 

1Трехп<иап11Ь, ?то олнж и та хе сж-тсаи часел. ::, а', я^. # 
1М«мъ ааап^ даа аорва г* траавпва (3§|. вела 
есла и^^^а («и ла С4^*рва. то тдокаетаоржлш бн 

-^^г^1=А. В» тавмп сатчак рааевлот (М| 5Х*и<'™<Ф*™ ^ 
в <^. ■ ф-»-о^ гхк 96 — безсокчво-вжаяе. Равеяспа |5в- 



(5Г) 



^т=ч-2Я7-*-а=0: 



есга ат««т равевстау тдоа1етвора€т& в с-^^х. та ^^-^-Л^^^Ф. т. е. 
1Г — велжчЕва диспатеаива. Прв вгра ввася 1в, аоторсшт нн вод- 
верш ':, ? можете шзЛп юожо трв дЫставшыша 
О, ^1. —1 
о. 



с=0, те а=в: во С=—ЗвГ—1и^ т. е С 



1, 



г* ве есть ы^рсвь траввевза <59Ц 
« е в е ва ^35\ ((Ут«>евтеааво тог», по с' врв йцжа е тс! кь ее, 

чат с д^^аетса бехвовечво вааоа). а 



Легко пршашп^ что вь 




Л=-я'. 218=1«-*-*-^ 



4 ' 



«ГО к& 



С=— з*"— 1*^. 



(5<Г«^вГ— 



|5в"| 



Ни будешь тюмжжп ~ 



» 
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*лвтъ отъ однЬврёмеянбй переМ'Ьны зйаковъ у а, |3, ^ и ^ под- 

р^адо^ка не ящ^^щшноя, З^ан^тимъ еще, что 

» 

45'-п.4и1СМ1М^^''-^-«лО*— 4п=45'— 4п; (57) 

понятно, надо полагать 5*<^л. 

^ Наоборо*1^ъ, если ны им<Ьемъ таЪоё равенство (5б')| цъ которомъ 
А и С— нечетны и В* — АС=1* — п, 5*<Сп, то, какъ докааано въ 
§(%, иодкемъ. мвгда преде1таввФь его въ вцд^Ь рамнства (56) 
однишь споеобомъ, если 1^=зО^ и двумя, если^^>>0; предполагается, 

что с7 не заменяется ( ' ^]а, если;<т=( ^ Иг^ ^^ — ^Рт=1- Легко 

ембрааить, что дрн нахомъ представлсши (56') въ вмд& (56) не- 
ар|ем'Ьнцо о^^О^ |}^^^1 {1шоЛ^ 2)^ 

Есля числоат-г-приведенное^ то форма Ах^ «-2Ля?у-ь(7у' — ^приве- 
денная' съ отрицательнымъ опрсд^литеяемъ ^^-^--п; при этомъ легко 
вамЕ^^ть>)<чт9^ двумъ №вивалентнымъ приведенньшъ формакъсо- 
отвЪтствуетъ одно приведенное число «т. Если же ф похумем! 
изъ приведеннаго числа о\ съ поурщью рдно1 о изъ преобразовашй 
(55), то заменяя въ уравнен1н (56 ) ^ черезъ одну изъ дробей (55), 
получаема ! . .. . :. . . 



« ' ■ . .' . \' < 



,^орма А^д1:^-+'2Вху^'С^^' бу^|^етъ п|)иведенна|У|. ^ Замртимъ^ ^ , что 

^В^^^'^^^С^т^,^В^^А0^ потоиу^то зам^нИ х5 чере№' — ^ — ^, гдЬ 

а5— Вг=:1 значитъ то же, что замъна въ фррмЪ 4я^'-#-25д;1/-4-(й/ 
перемъннцхъ х ш у черезъ ах -^ру и '^х -^Щ^ 

Если неприведенное число «^ддовлетвордат^ условхям^ . (56)^ то 
и (7 . полученное одною изъ подстановокъ (55) приведенпречнслО; 
удовлетйоряетъ рабенст]^у , 



II I ; • I 



НО здЪсь уже 7 '^^У можетъ быть цодст&цовкок) и н^ втораго 

рояа. ДМ1этвпе1ьно^ еслй удовлеггмряется равея^^во (66), го 
удовд^воряется и равенство 
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./.;..,,, 1 » ,■ • . ' ■ ' /^ (У^^ ■ •.<•••:;■» .. / •. ' ч'. .},;. 

I.-..-, ' • 1 ;|')1Л;Г. 



нойкоЮ; ооратною | / /7, 1; тогда подучдмъ 



> 1 1 



от -на ' . . 



.1 /!|1:м»;, II" 



Щ предпос4']^днее раведртво кож^о всесда, предотавить въ вид']^ 
(58')/ ибо п — нечетно. Очевидно, что изъ равенства (56) можно 
подуть; 1юяько. одво равенство (58^) ' н, наоборотъ, аг^> > Щ)Шь 
равенства (В8'} з^ожно тюг[чт!ъ только одно ршеиствд (56') (дх^сь 
мы не говоримъ о случа']^, когда от можетъ переходить* 'В1^ сббЛ (6^ 
помощью линейнаго преобравованхя). 

Ш^&^^всек'о йшгбббъяенен^го мы ввдймъ, что Шпросъ п^^ъд- 
дится къ нзучешю такихъ равенствъ -4'т,*н-25а-1-СЬ=0, ддя ко- 
т!др(ы^ъ :4л?^н^21?л;у^Ь';у^— 'Приведенная фс^рма съ ()тр^а,те^}|»ны|1^ 
опред'Ьлит^лемъ \'—п. Положимъ еще на время, что А.,р,.Сл\ 
не им'ЁЮтъ оощихъ д&[йтелеЯ?. Въ § 96 было^ доказацо, ч^р для 
всякаго такого равенства, если разлцчать раЬ€|нства^,съ I^р^ц^ж|[- 
тельными ^ отъ равенствъ съ отрицательными^ 1|( не б|11^1;Ь|ДРухъ 
экб^^^шУн'{^ныхъ |формъ.^^с^^ немногими ис,ключешями 

по одной систём-Ь чиселъ ^^п\ г^\ 1^^ удовлетвор^^ю^ихъ. ра^ен- 
йтЛУ '(5Й')' и от'личнйхъ от^ другихъ сицтемъ чиседъ^ ;у1Я другихъ 
приве|4ённых^;фо|)мъ. Прйм-йняются ли тутъ с4уадц...иск,^К)тер1я, 
1к1^ лучше * разсмотримъ въ пЬсл'Ьдствщ. . , . _ , , 

Теперь же р^смот^римъ вопросъ слъдующаго^ ^9А^* Д^°Ч Р^' 

пЛФОЛ Л/Г'—Ж-О 1</Г-Л-/'Т П Т>гг ТР/\т/ч<гъ/\1и^г /? 1Т1Ж/» ЛЛ ТТТИТПАЯОТПТЛА* ОФГ 






) -4<т--ь^^с-ь(;=0, въ которомъ <? — число прцведенноэ; это 
Ёяёмъ шестью величинами: ) 



Г) ,. !; ^. ,ч' м-] ЧИ'». '..'1^1 ' ' • ■ '*•■■ ■ " 



IV.. .,п»^.м ^\.иЪ "т^*»^ 5^М[' о^ ^ .*^'~Ь (У 4-1 ' ' ^ ' "^ 

25* 
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сорашвваетслц сколько тогда полуится такнхъ раЕенствъ Ас- 
-♦-2^?7+С=0, в^ которнхг Л ш С — ^нечетна? Еыш разр^шкмъ 
этотъ Еопросъ и пртемъ во внимаше слупи нскдючеш. сакъ 
■аложенная «ъ § 96, такъ и хрутщ то будемъ знать, скооио 
рамшчныхъ системъ «7^ п , и'', ^ удовлетворяеть условЕямъ (56): 
но число такихъ системъ ибудеть равно степени уравнешя (12) 
относительно V\ Если зам^тимъ. что числа (59) — ^неэквивалентны 
относительно модули два, ивсномянм»^ чтокаасеовъ «иселъ мви* 
валентнкпъ относительно двухъ всего — шесть, то моакемъ пред- 
стоящую задачу выразить иначе такъ: дано равенство а<;^-4-2&9 
-^€=0, въ которомъ (7 — приведенное число; сколько существуетъ 
рЬшен1й а, ^, у, о сравнен1Я ой — ^^=1 (тос1. 2), обладающихъ 
т^мъ свойствомъ, что въ уравнен1и 

а(»^ч-|5)»-ь«»(*7-#-]ЗХт<у-^^ ч-с(г<У-^*)'=0 (60) 

Х09ффиц]ентъ при ^* и члеяъ, невависяиЦй отъ «;, — нечетнй? 

УСЛ0В1Я, КОТОрЫМЪ должны удовлетворять «, ^у у, ^, суть, 048- 

виднО| сл'Ьдующ1я: 

аа«-4-гг*=1 (пин!. 2), а;5*'Ьсо*=1 (тоЛ. 2), о^&—^у=^ (тоЛ. 2). 

1) Если а и с — четны, то н-Ьтъ вовсе системъ л, ^, у, 8, удо- 
влетворяяпцихъ нашииъ требовашямъ. 

2) Если а — четно, а с — нечетно, то у^1^о (^тоЛ. 2) щ дв4 
системы а, ^, у, 5 удовлетворяютъ нашймъ требован1яиъ: а=1, 
^0 и а=0, ^^1 (тоа. 2). 

3) Если с — четно, а а — нечётно, то опять им^емъ два р'Ьшешя: 



4) Если а и с — нечетны, то им'&емъ сл^дуюпця два р^Ьшешя: 
а=о=1 (тоЛ. 2), 13^7=0 (^^- ^) и а=:г=0, |=у=:1 (тос^. 2). 

Такимъ образомъ изъ каждаго уравнешя аа*~1-2Ь(7-1-с=0, ц^ 
которомъ по крайней м^р% одннъ изъ коэффищентовъ а и с — ^не- 
^етен1, отъ з^м^Ьны сг черезъ величины (59) поручаются всегда 
два уравнешя, могущхя быть представленными въ вид']^ равенства 
(56); эти два уравнешя даютъ два значешя для а, а, на,, свя- 
занныя, какъ это явствуетъ изъ (55), линейною подстановкою 
^^^%=^ — 1; поэтому эти числа а^ и '7, — различны между собою за 
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жюдючев1ен% случая, когда п^^в^^з^^=^^^^ е. когда ет^^чвело приве- 
денное, опред^Ьляемое уравнешемъ об^ч-а^г^О. 

Рааснотримъ теперь случаи ие1шочен1я^ о которыхъ говори- 
лось въ § 96. Такъ какъ въ равснатриваемокъ нами вопрос! п 
— нечетно, а х — четно^ то случай исвлючев{1Г, о которнхъ говори^ 
лось на 381 страниц']^, тутъ не могутъ им'Ьть 1с%($го« Такъ какъ 
коэффищентъ при а въ разсматриваемыхъ нами у^)авнев^яxъ не- 
временно четенъ, а йдъ'двухъ дру^ихъ коэффйщёнтовъ'одинъ не- 
прен'Ьнно нечетенъ, то ур^рне|[|^ вад^, г<^*н-^/а-1-^=0 91^ этомъ 
вопрос! не могутъ встречаться. Изъ . равенства п=?^*-1-^, * стра^ 
ницы 383 слЬдуетъ, что одно изъ чиселъг I и ^^ — четцо, а другэе 
— нечетно; поэтому изъ, двухъ ур^^внршй ^а*-^^;=^0, и ^^а*-^^^^0 въ 
нашемъ настбящемъ изсд^доваши фигурируетъ только одно. Итакъ 
исключен1я § 96 въ настоящему вопросу неприм'Ьрнмы. 

Изъ всего вышеприведеннаго легко заключить нижеследующее: 
пусть для ка^даго отрицательнаго рпределатела ^'*— п, въ ко- 

торомъ ^ равно О, =±=1, ±2, =ьЗ, , написаны все неэкви- 

валентныя приведенный формы А(х^'^2Вху'^€у\ въ которыхъ 
по крайней м^ре одинъ изъ коэффиЦ1ёнтовъ А и (7~нечв- 
тенъ и въ которыхъ Л^ В^ 0^ п не цмеютъ, всЬ четыре {)а- 
зомъ, общихъ делителей; пусть формы ъик^ Лх'-л-Лу* очитаются 
за доловины '); д^теневь. уравненЫ (12) относительна с;^-**^вдвоё 
более числа всехъ приведенныхъ формъ Ах^-у-2Вху-^Су*^ удо- 
влетворяющихъ вышеприведеннымъ услошямъ. 

Повторяя те же разсуждешя относительно преобразовашй сте<^ 
лени шА^, придемъ къ подо(^нымъ же результатамъ. Очевидно, 
следовательно, что степень уравиенш (35) найдется, если удвоимъ 
число всехъ приведенныхъ, неэквивалентныхъ между собою формъ, 



... . ',1 .".1! 

') Зд'&сь нельзя положить, '^то какой нибудь корень уравнев1я (12) про- 
иэошелъ отъ того, чфо числа ' .> 

Ь1—А ' ' 

. — 1 ' 9 

А9'^^^ 

равны при 9^1. Действительно, выражеш'е Л* "^^ д ! ~ гУ ^^ цожетъ 

бнть 11|)едс1авлено независимо отъ 8вачен1я « въ вид*/^°' лДо' "/ **^**' 
чтобы удовлетворялись условия в&^=0 (тоЛ. 2), 7^=^1 {то^, 2). 



^ 3»0 — 

у которнхъ по крайне! ж(рЬ одань я» жрайжнхъ ковффпоопи» 

печетевъ, а опредЪлеш вщд «*— «, щ;Ь5*<», ^ — 3, — ^2, 

— 1, О, 1э 2, 3, 4, ; форнв вщ» ак^-4-ау' должво сопть за 

додоаннн. Еслж наотвпгь нечешое чшсмл ш черезъ от и бтлюп 
укотре(1и1ь обоана^еш стравнцн 89, те стеоеяъ уравяеш |35 
В1фазпса форкудою 



уяеньшеяною на «сю форжъ под вг'-4-ау' сь опрех1;антех1Н1 
^* — м. Чясю форнъ аг'+19' равно рааностн нежду ^шс^юнъ 
У1/кмжпжЛ т внда 4||+1 н чнсхохъ дс11шге1е1 ш жнда 4м 1-3; ату 
разность хн обозначал па страннц& 87 «резь ^(т). Щ|нра- 
аиекк вновь похуленное чнсао. ввражаюцее степень уравнени 
• 35», ЧВС1Т (34^ 



нос1|днее равенство уже бшо вивсд^но вь третье! тмЛ ш 
ходкгса тахъ под> нухерохъ (11 1. 

§ 98. Еще болке просто ваволвтея форшуяа (ё^) третье! 
Дда ВТОГО должно о брю нться п веяпшгк нювваехо! 

Легжо заж^тпть. тт» 

21 сЦ — с >* 

9ъ Боторо! р обо^вачаегъ нннхн! кубпни! корень взъ 1« не 
в;^т^нxегь свою вехнчнну, кявое ов нн нн сдкхын двне!ное 
аре«>браз«>ваше сь ?. <>сновиваась на свойствакь велнчнян с', 
н«>жн') таске юказать, тто ^{^') гошбо тогда равно ^{':у, когда 
т' ж т с&с24н>1 лше!ншгь нреобраз#ван1егь. 

Бу>шк лт т щмсломф мечлятив в^н »^в1л>ия. в*>всак1>хь соу- 
и& Дедесннжь ж за нннъ друпе ггрнанссе учение лосъзввав^гь 
стз^есповаяхе хл вептнны «/к) такнгь же нддуаарнвхь уравне- 
<1!г 2ак^ в хл нодудд с. Пр вводить въ навгенъ со^внешк какое 
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ннбудь швъ атпъ деяаватешоткь ввуы^отц ия додяши чольц 
яся^е формушровать это свойства фуншцн ^(а). 1 

Если а, &| Су Л не им^ютъ общихъ делителей и если 

^== ^ ' «^-^'^♦»' . ш 

то «7(т) и «7(<т) связаны уравнешемъ съ цЬлыии коэффищентами. 
Уравнеше это не изм^Ьняется, если /(т) заменять черезъ ^[а\ 
а ^{^:) — черезъ ^(т). Степень этого уравнешя какъ относительно 
«/(т), такъ и относительно ^(т) есть V, гд-Ь V определяется фор; 
мулою (18). Число V равно числу т^хъ представителей^ о в:ото- 
рыхъ мы говорили въ § 95. Будемъ это уравыенхе писать такъ, 
полагая ^{с)=^^ ^(x)=^^Г\ 

а^\ ^, п)=о. т 

Если въ уравнеши (63) положить /(т)=«7(а), то получимъ 
уравнеше 

^{^,^, п)=о, (64) 

опред'Ьлающее всЬ ^(<т), который равны какому вябудь /(т). Зай^ 
мемся опрвд^ен1емъ степени уравненхв (64); это опрвд'Ьден1е 
будетъ опять двоякое: алгебраическое и ариеметическое. > 

РаздгЬлимъ обе части уравнешя (63<) на ^('^У^{(^У] тогда нояу- 
чямъ уравнеше 



'■(^'•^^••Ьз^«^•/•'"=*' 



. ... :' ■'■ • м 



(65) 



определяющее 1:«/(т) черезъ 1 : /(а). Первая часть уравнешя 

(65) состоигъ изъ членовъ вида а : Т^^\ гд* а — некб1:орое целое 

число. Определймъ наименьшую величину т>/. 

Если выражеше 



и» I • I 
I 



1 . шл^ 27с'(1-р') 



2 

< I 



<\3 



развернуть сначала въ рядъ по восходящимъ степенямъ с^ а по- 
томъ вместо \с подставить бсзкоиечпыЙ рядъ, выражающШу с че- 
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р€8ъ ^ я мгко полутаемнй 1Г№ формует (1&Х ^^ т^ндвнъ, "что 
1:</('7) при безковечно-маммъ д яш'княетаг, ся^х;^ фо1шуя^ 

1 : 7(|7)=1728?*. (66) 

Что касается до 1 : ^('^)^ то оно при безконечно-малонъ </ будетъ 
также безконечно-мадо, ибо 

^''"^^ , Л2)=п, (671 



В 



и будетъ изменяться, сл'Ьдуя формуд'Ь 



а < 



Р 



2пВ4 2Л 



1 : ^(т)=1728е ^ ^^ . -(68) 

Следовательно, когда 1 : ^{т) и 1 : ^(^) д-Ьлаются безконечно -ма- 
лыми, то они связаны равенствомъ 

(I)— Л) : 1> ~7)" Л : 1> 

1 : ,/(т)=1728' е (1 : /(с)) (69) 

Поэтому къ уравнен1ю (65) можно всед'Ьло дрим'Ьнить аналдаъ, 
который )^ъ § 93 примЪненъ къ модулярному у равнеи1|р^. свааы* 
вающему и и I;; то обстоятельство, что п здЪе«и» может» (шть о 
четнА1мъ^< нисколько НС и8М'Ьнитъраасужде||1Я.§93*"Сл1довма<ьно 
наименьшая величина шч-1 опред']Ьлится формулами (26). (М (97). 

Умножимъ об* части уравнен1я (65) на ^'^^^\ тогда членъ, у 
котораго т-^-1 цаименьшее, обратитс^^ въ член*ь , о/""*/', у кото- 
раго тл-1 наибольшее. Очевидно,^ это наибольшее т \-1 опреде- 
лится формулами (30) Ч|(30'). Итакъ степень уравнен1я (^64) опре- 
д'Ьлится формулами (30) и (30'). ^ 

иовторимъ тъ же разсужден1Я для такаго модуляр^аго У1^авнен1я 
(63), у котораго 1г зам'Ьнено черезъп:е2'; тогда уже въ формулахъ 
(67) А, В ш В им'Ьютъ съ п обпцй наибольши делитель с1. 
Разсуждая также, какъ на страница хъ 371 и 372, увидимъ, что 
степень уравнен1я 



есть ф(п)н-Щп)р{Ясщ}йцм а^уч^Л, когда \л~подный .юадрато*; 

уравнен1я (70)^ при чемъ позволимъ себ']^ выраа&атьсл док1Ц1тчв. 
Ха1№ ваюъ ./((т) ое ммЪвяетса чмс^.дшейнмо. дреобрааташа 
а>' та мож^шф» .ар9Д1104ожц7Ь| Ч1!0 01-т1^ли1н^а. прщведе1Ш(иь / . [.^ 
' Ояевнд«о^'я!Г(с[) тол]^]$о. ]^ та1са11ъ слуша/Ькбудепъ корнемъ урлг 
шенш * {6^^^^ жот1и^.цш)в нибуль т^ оцрвдД(ДНеное равевешвам!! 
(67) {Л, ^иш I) т агЬшгъ общвхъ д^теной), связаво съ а 
какимъ нибудь линейнымъ преобразованхемъ. Такъ какъ всякое 
линейное преобра80вав1е моакетъ быть отнесено на любое изъ 
связанныхъ чиселъ т и <?, то для всякаго корня уравнешя (64), 
^{^)^ число (т определится изъ уравненхя вида . > <н 

въ которомъ 'й, &^ с и с? не йм4н^т* д15й^и^1Е; делителей, а2 — ^3(т=1. 
Итакъ для каждаго корня уравненш (64) будетъ приведенное 
число а. определяемое квадратнымъ уравнёйхемъ 

; I 

Зам4тимъ зд-Ьсь кстати, что форма 2сл'-ь2(с^ — (*}д?з|— 2%-— при- 
веденная и 'Что' сш^ёделите^кь д1^6й'фд^11а ест^. оагр(иц^тё^кк*4б 

.» г^^]:^!! .'ч« :=. . . ( 'I . «' .(с1)-на)'-г4п=р/.*'т-4»;-. I 'о^.л.:» .'.'чь !((Т18) 

при этомъ четыре. ^с^А' 6] к9{^а, А 'в ^ не и1|Ъ1№Ь''обЪ1(П'^^Д^АЙ^ 
спр^^р^вавя!^,, 9^^,Р4ькр.,р 1^^^^^о.^о^о^вдо, .уравн.е^„,, ,,. ,, 

ВЪ нотюровц "ог-^1Кривддавноб ЧИСЛО, а* ^^-^4^^^К<»•^^^«-'4п> н^4«г{ 
можно составить уравнешй вида (71)? Этотъ вопросъ уже ч^азЬег * 
шенъ въ § 96, и намъ ' остается только внимательнъе разсмсйгре114 
<1|^чшииов1Ю11ев1шпИ|М)е11нО;МЫ1«эвд^в^ ЧТО' АЁя 10аж^аро ураввещя 
(74) будетъ одна, отличная въ большивств^ случаевъ отъдругвхъ. 
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система чвселъ ^, А^ Д 1), если рЕзличаФ& уравнс^и! (74), дая 
воторшъ х-^пмочштедию, оп ураваенШ (Т{4)("длд которнхъ х 

^Зан^Фнмац г«го < *о«« одной сястеин шсиъ «, Л, !В, В не тн^тъ 
происходить два корня уравнеша (64)1 ДМбтщггепно^ въ та* 
нощь сжуча^ одновр«мбпо удовлетворялись бк раЬевства «7=^:^, 
^Т^^ю^'инег^Г^ Поэтому уравнеи1ю' <71) удовлстворяля бн и от, 
н (г-^(29^ т. е. срои[§ уравнен!! (74) мк нм'Ьп б^ вще 



■-> I;-' I • ! .. • ' ...:.... , •:■• ■• 



22^-*-в±=гО; 



• •» 



не 



но ^ не ножетъ бьгг^ дМстввпешно. . г...1 <: 1>> ^^ ^ 

Итакъ, за немногими нсключешямИ| изложенными въ § 96, 
кр&дое уравнен1е (74) при данйомъ х даоФъ оДкшБ корень ^{^) 
уравнешя (64). 

Изъ § 96 ясно, что два у]равнен1я а<т* -1-0=0 и а^а^-ьа^ =0, дяя 
которыхъ а^-ьа^^=п, дадутъ одни и г!^ же корни; уравнёнщ (64^; 
поэтому уравнён1я вцда а<7*-на=0 колжнй считаться за половины 
при вычислеши степени уравнешя (о4); исключеше составляетъ 
ршучай л=:2, х==1=2, кагдаоба|равнец1Яв<г'-*-а=0 иа|а'-ьа|=0 
сливаются. Но- еще прежде в% § 96 сказано, что при п=2 пред- 

ст^адчт^ь \^^,^^^^авъщ^щф (49') .;!1Л^,^уч^ х= 

отличается отъ такаго же представителя для случая х;='— 2. ВЬ^I%д^ 
сЫе этого каждое уравнеше о^^ч-а^^^О, • въ которомъ анеим'Ьетъ 

о|$Щ1|Х1^,л;&штел9йс^:^»1 должно считапод ЭА к^^ 

Изъ § 96 ясно, что за исключешемъ одного случая при п=3 ШЬ 
у^квкёЙя виДа л*^-ьоиу.+-'йЬ^О, йъ 1й)тЬр1^хъ а 4е йк*етъ Ьв^^^й^^' Де- 
лителей 'съ Н; 1(у№дФл!{Ьы!ёя н^ гру^пй №ъ ^ре'^ск' У^&ЫШ, Д^аЩйкъ 
р^п и тЪ же корни уравцев1я (р4^^ Д|^]в^ п=3 два изъ уравнен1й^ 
для которыхъ х=3, сливаются; но въ такомъ случае, какъ это было 
ожазано еще прежде въ § 96^ вЪ'равбнет8'Ь1(49^') предотшпель 

ГГ^ т^ ]^ — одцнъ и тотъ же какъ для случая е=-ь1, такъ и для 

сяу«а&а|:?=«»-м].1и Следовательно при счете емпени уравненш (64) 
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вс^ форнн 2ах*-*-2аху-*-2ау*, въ которыхъ а — число перво|е съ п, 
ДОЛЖНЫ считаться за - . 



^. :'. 



Итакъ число корней урсим^ (64) раено числу к.%ассовъ 9^нио1^ 
квадратичныхъ форт 2Ра;*^21фа^нк2%* сь отрицателшымц 
опр0дмш1миит. ''*' 



. . •■ I .: ; / ■ "Г . ■ ■ I. . ■ ■ * • I. » . . 

еъ которыщ Р^ ^ и В не им^м^т^ общгмсъ дп^лищелей сь П9, ^1рщ 
чещ классы формь^ кь которым принадлеотщъ. формы ,ал^^-^ а/у* ^ 

считаются за -, а классы форм, н» ко^порымь прпМдлеж((п1ъ 

1 
фврмы ^'^м^у^ау*^ Мта1ю19^^ 

о . •■ " , 

То 9(6 самое разсу»деще можно повторить, зам'Ьоив^! д*^ (|^) 
и (64) п черезъ 11,:4*, гд4 п:4*"—Ч*^<>в^Рр^^о,це равное?.. Д^ 
этому ре^^р уравнер1я (79), есди , п—це крадратъ,''г,оиред'&|^ся 
'^ормуюю 2^(4^— )^,*]|; уд9Т]^ебляенъ обозц^яев1Я С1;р^^ицц Д,2Р, 

Вспоминая, ^цсло^ давдедное дл)^ ст|9пенв урав^евщ (ур)^^^ 
браическимъ путемъ, получаемъ равенство 



' ; ; ■ < »1| 



2ЛГ(4я— х')=рФ(п)-ьЧ'(«), , ' • (75) 

которое уже выведено на странице 120 этого сочннен1я; въ фор- 
мул* (75) п — не квадратъ. «1 » и; ^п^\^ 
Но и въ томъ случае, когда п — квадратъ, можно употреблять 



» и< 



формулу (75), если только положить, что Ж(0)= — — . ДЪйстви- 

тельно, если п— квадратъ и рели въ уравнеши (70) не брать п=с2^ 
то» степень уравнешя (^0) будетъ ф(л)-1-)1^(|п) — 1; но въ такомъ 
случа'Ь и въ Первой части равенства (75) не должно считать 
т-^^^лФйР^^Ь 2^?в?-*^8^^Р^(^З^^^у^I^тx)р^^I^ъ,.^^. ^ цЯ д*««я1 на 
\/п; такихъ формъ, неэквивалентныхъ, приведенныхъ, тольк^^ дв1с 

гг^Молный квад|1ат!Б, то вторую ч»оть равевстм (75) доИкнО' умвййч 

улт^')\ V ». ■.!•! ■И. 1И..! ..I '1. ■•;2 -'Т -7 "'к,>/А'\' 1^'^ ./I/ 
ШИТЬ на единицу, а первую на --♦--=-=- ьгЖО). Если сзи- 



«ж 1 

гать лТ(0)^=- — - , то. 01РИГ1ШО, о<Я «га равевспт (Т^> 

ве юхйвять, Итахъ равенстЕо (75; в^ржажвътожь сху^Д. жт» 
^1 — падрагь. еелг тахьсо шиагш Ж0)=— 
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^ 99. ПредъЕдущаго достаточно, чл>бш поклъ 
формулы Кровежера шводятсж ж» теоремь теор1ж жодуджршнхъ 
ураввев1й: еще баНве ясво ато <кдеп мо! жатожеш! глжннхъ 
пржицжоовъ, ва которвхъ осножанн внводн форнухь Гжрст^а. 
К% сохалЪлю, объешь стати не дозжохаегь назгь вполне жажожжть 
тжпшыа осножажиг работь, пожЬщеннвгь Гжрстерохъ въ Х^И, 
XXI ж XXII тожах^ Маиюп. Л|юа1е1ц Ьетш^. тож Ккш швА 
Мауег, ж отвосапцпсж жъ занижающему насъ вопросу; нн <жра- 
нжчжжся жзложен1ежъ нож^еннага жу .XXI мм^ жержой жыр а 
дж. Заж'Ьтжжъ кстатж, что съ точкж зр^н1а Гврстера форж^^дн 
Врдве1Гера суп форжухн 2, 4, 8, 16 ступевЛ (I. С1ег§(€г, 75 
страница н!ервоЙ тетрадж 17 тожа Ма1;Ъеш. Апшиеп). 

9ь § 94 жа Уже' объасвии, что такое — ^чжо^ % ^жвжважентжш 
сггносжгедияо р; метко дать другое ёпрехЪмеЫе дш^'этжхъ чжсехъ. 
Дм чжеда 9 и </' б^дутъ назнваться эквжважентнтга отвосжтеи- 
но р^ если 

(» 
ДМствительно, еслв 



I • » . • / «..■.» 



«=(-1)У, Р=(-1/Г, '.=(-1)У, е=(-1)^^ (то(«. р), 

» I 

то 

^•|Даа^Ьв к1ы буядшъ Людравум^а^'ь чгбдъ р I1ф0(>начА^и^ж)I^,^IЙ^I0ж^ 



%(к^аО^ ■■'■*' '• ■ ' .. :|Г1| ! |'|-.!,. . /|. и И' .г.- ч.-; !♦ •» 1 1А.| м| ; Пп- . 

л ]иеАвг.<а1Ь.ХУи.>1М>ж& св^игь Ма!гемат8че9кжхъ.А9шигь (1 гег* 
радц^ етры ,.в&)ц а ташгв ж в^^.друмхъ/трмахъ Э(гс»гф^ журжаяа (ХП, 
XIV, XV) Д9^а^«1ваетъ сл-Ьдующее: для даннаго числа р всегда 
мбкнд ^1ттш полну1(к1сгитему т функцШ с {модулей) 



— мл -^ 

связанныхъ между собою т — 1 равенствами. Эти модули не из- 
М'Цяются только при 8М'|в^ (г<числомъ^-вквивалентнымъ относи- 
тельно р. Если с' — неэквивалентно а 'относительно р, то не могутъ 
разомъ удовлетворяться равенства: ^\ 

'ЕИш (/— 1экв'иваЛ€нтйо ^, но ]яё Относительно р, то р^-Г^у'! У'Л^г.и 
•-"(^т(^) выражаются лийеино черезъ величины [хДст], и^,((7к 
.*..:; |х^((1). ЙаконёЦ'К й^;Щк мМнЬ сд-блать такъ, что 'всъ ве- 
ликий' (77^обр!а1ц«ютйя в-ь (^ейкойечность при а=<х>.г. Если 
1П=1, та Аолутаёмъ^то, ^то щеинъ на8ав|^етъ гм(мымъ мо!^^^^ 
(Щ^^Ывйп1);''^к1сой главней Я^бЩь' можно найти для р=3 и 
р=Ъ. И для другихъ нечетныхъ р существуютъ главные модули; 
но эти главные модули не принадлежать къ группе модулей (77). 
Д;п1^р=3 главный модуль будетъ 1п^праэ^цчее1Шя иррстональность; 
эта величина есть корень x^:Xа уравнешя 



^Г г ' » I ^ ^ ■ VI I ■*•! I %Ш^»> 'ЛИ ■ I •! I Ч »-■ ■ Ч _. ' < ' ' ' > • . I • ' > 



^:к«"ч > • и1'Ч.-: м; 



х^:х^ можно выразить сл']&дующимъ образомъ черезъ модуль ^ 



=6"^': 



^__1 _| 1'*'Ьд'—7д''-^Пд'^-^Щ''-^Пд''—19д 
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Для р=Ь главнымъ модудемъ будетъ . икосаэдрическая иррацго- 
нальностЬу которую Клёйнъ изооражаетъ черезъ у\^ : '/],; 



, . ;♦ . •. . у^ г,- _.;'')1;_ ■ ';; '- ' : ' • : и^'^НоЧ .' "'П 



(К1еш. БШр1л8сЬе РппсИопеп ип(1 ОЦгскип^еп^ №п{(еп вгас1е8, 
стр. 154, 157 я 158' тома XIV, 2^-ой тетради Ма1;Ьет. А1та1еп). 
Для |>=7 Кле^1|нъ да?тъ,^ъ \УЦ^^.;^(щ%^Цщ^щ^ 

^;олну19 систему^^ (^77), щ.^тц^ткщц,^ Х;№:у»1/61У«»рг 

равенствомъ А>-«-и1^<1н-/^==0. .^,,, .^ ,,. . .., „-пигЛ '»ч 



шкъ 



ныя 
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~ Пусть подожитешное ц'Ьлое «ио п не дтттся на р. Поло- 
жимъ, что 






, аЛ—Ье1>1>п, (81) 



-/= :^1:^ , а'(*'-*'с'=п; (81') 



■ • 

подожимъ^ 9Т0 а, &, с и (2 не инЪюгг*, вс^Ь четвре разонъ^ общаг» 
дФI1Iте^я; то же йодожимъ и объ о', 6", с' и Л\ Будемъ на вре- 
й ш>лага1гь а\ V ^ 6 ж Л йостоянншшу а о, &, ^ и (^ церём^н- 
ншш. Пусть а при своемъ нзм^ненш остается вф(огда сравннмшъ, 

по модулю |1, СЪ ВФКОТОРШГЬ ПОСТОЯНННМЪ ЧНСДОН^Ц то ^е ^010- 

а1^]й|къ и о &, с н Л. (упрашивается, моакно дн даВтн т^шя. П1Ц& 
а, Ъ^ с ^ Л^ чтобы тождественно ,,^, 






Всл%дств1е (47) можемъ положить 6^=0, а'=-4, Ь'=5, й'=2); 

тогда, чтобы удовлетворить равенству 482) независимо отъ (т, 
должно положить 

■ . I 'I I . *1«| !• «.»■•• . • ...11* I • |4<1. ' 

Ъа г, АЬ — Ва Во ^ АЛ— Во ,оэ. 

«= — , Р= — - — , Т= — ).*= ^ — • . (8^) 

П П л . 7 л 

Напомнимъ, что а\ Ь^ с я Л удовлетворяютъ сравнен1ю 

^ 'ас1—Ьс^п (тос^. 'р\\ (84) 



1« 



Изъ равенствъ (83) ваключаемъ, что а и с должны делиться на А. 
,Хакъ какъ Л не д&гатся на р^ то всегда можно най^^ ташя чи- 
сла а^ и с^, что 



4*<5^;^ (то4. |)), ^с^ (^^юй. р), -, ; ' ,^ 

.»>(1»0йу'В<^й '««(Й(У•^'п0^Ь^^ктк' '(^Аа^ и'с=^;; 'гд! а/ ил 
срйшЛймй еъ опрёЗ^ёййнмк чискакш по модулю ]р! Нахк какъ Б 
не д&штея на Ру то всегда можёо н^йЬи Ь/ и (1^ юъ срав^юшЙ: 
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1)Ь,=Ь— БЙ, {тоЛ. р), Вс1.=Л — ^с^ (тоЛ. р)', "* 

поэтому, всесд» : ложво полоошть Ь^^-^Ва^ 7з;2)&| , (&^Бс^<»^2>(2| . Иль 
равенства (вЗ>) вшодШъ оиво^у .|^аз&^<^ .-ркв^, ^^=^=^о * изъ )фа^ 

ВНМ1Я. (84|):- :/!4.... ч^\"1 .' .'п ■;'... л V 

а5— |>т^1 (^й. 1^), ' ' (85) 

цщ чемъ оСу ^, 7 и ^ сравнц1кыр только, по модулю р^ съ некоторы- 
ми определенными числами. Шъ двухъ чиселъ а и ^ одно не де- 
лится на р; пусть а не делится на у\ тогда а и ^ можно придать 
так1я ^^чевт/ Ч1Р0 а и ^ бук^ть чиеламЬ пер!ю^м11 "н^йду СЪ^ 
бою* «о а=а,, р^ (*10<*. |)). Пусть -^^о^^^! (той. ^). Тр«*ей1ё 
а5-*-^ = 1 -+^^оР йейрем-Ьншу будет*? ик4ть" одёЬ' р*1йЛй1*: 

дг=^о-^й*;1'^'^===^о-*^^» ^Д* ^— иеойр^><*яенное; йв^ и*я?^-Ч*<фе>Й6^ 
леявыя' ^иела. &о в^ да^ввыхгь л, р, у {ИЬшеше для ^ в-ь е{)авйё^ 
в№ (в&) ОднО^'Ч^^едсМктельВо ^о^^1 (^мс^. ^^). Ит№ъ йзен&йХей- 
ваго р4шен1я «{(аввев!^ (85) всегда '«айдм«й \}ЪшеШ урИзйёШк 
а8 — ^^=1> Такимъ образомъ доказана в^коя1В1э^4Ё1 ^йв^№4!в1& (82) 
в%» 1»ом*» чиу^г»^, Мй1и 'ввередъ дайвыя велв«йгвы й; &, с^ ^к 'А удо- 
в11€»ворйомч'сравйен!» (84). •. » и! > ! ^ 

ПМ(]1жвмъ; ч!№' двФ' подстановки (81) в <810 ' уд^вхётйорКютг 
вравММвм^: 



а=(— 1)4 &=(— 1)^6', с=(— 1)У, («=(— 1)^ (шое?. р). (86) 

Г'- ■ .• "л . ' ' . 1 'и .' 'V 

Тогда могутъ быть два случая. ОбЪ подстановки могутъ удовле- 
тво1рв«в т»дегрвевв6^1савишь вибудь равеве'Аамъ вв^^А (92)}'!^^ 

' ^ 1реп|^ем*нно вида^^ (7§). :Но.,]К[р- 

быть и так^, что подстанрв|си( ' ^1 В.( ^ ц^,., Ц9^у^ 

<г1»«!Дв1отвнно уховлепёрям равюетвакъ «вда (82).' В(&*!Ве]^ВМ1% 
€^^учаФ будею вавыва^Б водс'^ановкв (81) «(вй'') вВЁвваЁёМвяМв, 
во те^оыл^^-^-ттЛтыёШ'ттм: Пуегь а\ 1^у е', # 'ий§№М'б11фё^ 
дЪленныя значетя; вс^хъ неэквивалентныхъ под^тДвоВовг '1^1), 
у>довлетво|И1юа(К'Ь еравяев1ямъ (86), всегда будеп * ! * 



:1 ■ • ■ 

жетъ 

I ■ 



II. •■ :. I 



=иД(г-^1)=21|к5П; (вУ) 
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въ формул-Ь (87) ирои8веден1е должно раснростраэять на всЬ 
первоначальные д'Ълители т числа п, а сумму — на веб д'&лители ^^ 
чайла п, при чемъ Т есть Ъба](1й ааибохьппй' д'Ьлжте» 8шп:^, 
а (р(2') 10зеач1в1етъ чщж) положйтельныхъ ц^Ьил» чисел'Ц перьып 
съ Т Е меньшихъ Т. ДМствительно, представимъ всД-^ предет*- 
^тели преобразован1й Пг^ой стереня формулою 



■ ■ г т. ■ ■ 

I . ■ • I ■ ^ .. . 



тогда,; цллъ ивв'Ьстно, разл«чыиа х ' будутъ неаквиваюнхды, если 
раа<,91^ВБ|я В^п^ сравн]»мы по модулю ;Р. Но «зъ х" можно по- 
лушгг1> лицэЦцымъ лреобрауоващемъ т^. определяемое (81)(^следо' 
в|^то^ЯО из^ каждасо пр^дсд^.вителя (88) можно полуда:ь пред- 
(Щ(ц^;(/(^ЩАь преобрааовангя п — ой степени тда (31), в^ г которою 
^} Р} а ^4 удовлетворяют^ (86). ДадЬе .мы будемъ безъ огово* 
{Юркъ .г^воркть о предотаеителяссъ (Ы), подразумевав^ (ЭТО о, Ь, 
еж (^ удр8л?;гворяютъ (86). г ' - 

<, Подожимъу что составлена н&сотора|Я систеца V |1|^д<та^Ш11блеб 
(81). Если къ ^^ будемъ применять всевозможныя .преобраврмш 
Пг-^ойпОт^педи изъ. системы (81)^ то оис1зема:.модулеб;(77))0ц;етъ 
изнгЬняться, и мы пзъ системы (77) получимъ V различц^^ц^с.ои* 
стемъ преобразованные модулей 



^^ 



(^'|=!^.(Т), (*',=(А8(т), (х',=(Л,(т), {*'т=[*т(т)- (8») 

.?!.■ .. ■» «'М. ■; 1 ■ . . . . ' • 1 ■■ 'Ч. ' '■•■•I 

При'ршен^в!» а мфяяфтся система (77)^ меняется т^^ м4аяиох!ея я 
система (89). Такимъ образомъ между первоначальною системою 

модуЛгей [х^, [х;, ^^ ••(^т^ нреобразованныкн системами кб- 

дулей (89) устанаыивается соотоптстек, по которому каждымъ 
оп((е;(^ейнымъ значетямъ модулей (77) соо111/1^впт(теуетъ ^^ бй- 
С!г«)м».зпр^Пбр^о;^аовцхъ модулей (89). ..Та» щикъ «с |ЦОйумФ0С4« 
1)и(л|А ВД^иТ. црео<]|ра8овашемъ цт^-ой <етвпе0н^ харак^еарюоватщ» 
ц'{НМ>х<^рц1рщг.сравнен1ШИу ТО: ад|1до>^нс1РИ^й'. {Щьсоош тте т щ ^ ет 

.у |ЖСТемЪ-'47'7^|, ''Г'' г ..;' -' : ^ . .|ц.',.11 1.1.-*; ■ ■•**,<]/ 

Сравненхе (84) ца^^тъ р{р^'г^1) ,р!|шешК; :атО' Амштира^мщ^ак- 
же, какъ и то, что а5— 15^^1 (то^. р) им4етъ^>(р* — 1) р^ЬшенМ. 
^оэтому соотеп»то|^г|е моокду первоиачф1|^ными модулями (77) и 
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1 
преобразованными модулями (89) будетъ^|)(р* — 1).Бсди дано одно 

соотвгыпствгеу то вс* друг1я получатся, ес^<и оставлять с неиз- 

1 
м'&нньшъ, а т подвергать -р(|}' — 1) линеДннмъ, неэквивалентнымъ 

относительно р^ преобразовашямъ. 

Если т=1, то ^р{р^ — 1) соотв-Ьтствгя обращаются въ-|)(р*-^-1) 

модулярныя уравнешя, которыя всЬ — степени V какъ относительно 
первоначальнаго, такъ и преобразованнаго главныхъ модулей. 
Будемъ опять разсматривать только одно соотв1ьтствге. Если 

(5 зам'Ьнимъ черезъ / ' ) ^'^ ^Л* а^ — ^Т=^ то т, опреде- 
ляемое (81), будетъ равно ( *' ^^о', гд4 а<, Л^, с^ и с^^ могутъ 

быть и не сравнимы по модулю р съ ( — 1)\ ( — 1)^Ь, ( — 1)^с и 
(—1)^4. Вспомнивъ равенства (82), мы заключаемъ, что есть та- 

жая линейная подстановка (' / '^Л, съ помощью которой мы опять 



подучимъ подстановку п-ой степени ( ,/ „Л, коэффищенты кото- 
рой сравнимы по модулю р съ (— 1)*а, (—1)^, (— 1)^с, {—1)^с1. 
Въ такомъ случа* ( */ ^ ) " ~ ( ^" ' ^1'Ч\ 5 ) ^* Итакъ для каж- 
дой подстановки ( ^] всегда найдется така^ линейная подста- 
новка ( / ^)з ''тоГ Л^ и ( ^'^Л*^ будутъ связаны т'Ёмъ же 

соотвгьтствгемъу что с съ т. Очевидно, а', ]3', у' и 8' им4ютъ от- 
носитольно модуля р опред'Ьленныл значеп]я, зависящЫ отъ а 

§у Ъ ^'• 

Очевидно, при Н'ЬкОторыхъ значен1яхъ<; первоначальная систе- 
ма модулей (77) можетъ быть тождественна съ какою нпбудь изъ 
V преобрааова нныхъ системт. модулей (89), такъ что 

26 
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систем» «сеяъ <т, А^ Д В, вся раэшми уравяс№1Я (74), дп 
воторкгхъ х-^тюсрштедмо^ отъ уравненШ (1И^)^идла которшъ х 

(Зам^гамФ^ г11хо«ч>подшШ сктежс1'шс«1([^ ^Л^В^ В не шкуть 
происходить два- корня ураюек!» (64)1 ДМеФШггвкнду въ п* 
ко(|№ иуча^Ь одновр^мемо удовмпо|Н11ИСь бк ракевства <Л=:=чГ, 
^^Л^жл^'^й^■. ПоФхому уравнен!»* «(71) удовжеггворяяи бн в п, 
в а-^влу т. е. «ром^ уравненШ (74) мй нм^ян бн аще 

. ' I »-. • • . ^ ■">?*»,■ 

но ^ не можетъ бысь дМс1»1ггсшно. . 1:1.1 «1 1>> 

Итакъу за немногими исключешями, изложенными въ § 96| 
каждое уравнеше (74) при данйомъ х даоФъ одИшБ корень 7(ф) 
уравнен1я (64). * 

Изъ § 96 ясно, что два у|>авнеюя а<т*-1-а=0 и а|(1*-4-ад=0, ди 
которыхъ а*-ьа| '=п, дадутъ одни и т^ же ко]^ни уравнешя (6^; 
поэтому уравнешя вида а<1*-на=р ](Оджнй считаться за половинн 
при вычислеши степени у|)авнешя (((4); исключёше составляетъ 
случай п=2, х=±2, кагдаоба|равнещяде*-ьа=0 иа4а*-*-а4=0 
сливаются. Но* еще прежде въ § 96 сказано, что при п=2 пред- 



ставчтрдь ^^^^' ^^ Ь. въ райрн(?Т.1?* (49, ) :;!;л;?5,рлуч^ 



не 



отличается отъ такаго же представителя для случая зс='-^2. Всл^кд- 
етв1е этого каждое уравиен1е о^^-на^^О, въ которомъ а не им^п 

о($щкъ д4«хедвй сь .,, должно счат^од ЭА Ь, . 

Изъ § 96 ясно, что за исключен1емъ одного случая при п==3 вс1 
ур^1вкеЙ1я виДа (№Г^+асГ'4'а=б, 1хъ кот01]1^хъ а не йк^етъ Ьбй(йх% де- 
лителей съ п, ра1вд^л)1мтся на гру^апй №ъ'Урё±^' у^&^н^^^ЁЙ, д!аШ111т 
Р|Кмн и тЪ же корни уравненхя (64). П^д п=3 два изъ уравнен11| 
для которыхъ х=3, сливаются; но въ такомъ случае, какъ это бшо 
ожазгша вт/д прежде въ § 96, въ равенстве (49") предоташпель 

(л т^)^" — одцн'ь и тотъ же какъ для случая е=ч-1, такъ и дп 

сдушА |=«-г-1« Следовательно при счетДг степени у равнен1а (64^ 



Л^ котором*' >^Мто же, что и въ (Щ. 0[^г ^^& л п и^^шЛ^ 
1в^ «бнырелрамхъ^ общихъ д&[ителвй.| Такъ .вть тшвл,^^ем№Л 

рюднст9а< (д!), то.!мы будемъ 01яичать< равенство! '(9^5)^,'' б^'|{№6^ 
}ошь еа=5-|^1^10иГ равенства (9Э), аь тпороШ ^^^:Ь^!:• 'Итай4 
иждону сотгадепШ (90)^ с(ЮГ0^ФМвуе1:'&|Мвенс'Гво^вйДа'^(93); если 
^^наемъ, изъ ско11ькихъ различныхъ сотщденгй ^^^;|^^че^ещ ощо^^,^ 
го же равенство (дВ), то и узнаемъ число вс^хъ совпаденШ (90). 

Если а^ не равно гили - (_^-|-у<|-1з), то чррдо.ррвд^^9!»|Д'{^^^ 
иэткотортхъ получаемся одно в то яке 'равен€1тв^ {98)^ й ЬАё&% 

■ г ■ . ,^ .■ .= .',.;., Г! ..Г1.-' ИЧ1 )«. . 1 ? ''^.'и'ьо'чпо кип 

^мга п2»ео(^ава1«^Д (^у шв о, во<РОрыя «/З'В (9^)' >да^т^^^1^2), < у^ 
вдетворяющ1я (92'); ^можетъ равйв^гьсш 1иулю.<'Д^1'С^^йТе)^^/ф'(||* 
венство (93) мож^о представить В1^ сл*дую1де;^^;ь вчд^*:,,, ^,. .^ц 

„Н" ..г •*.• '» . . 2 ^«ТГ.^^'^*" ( " <.;1<.1::'.И1 ■..1:11 Нкл 

-^1 =^1 = — ^— 1 ; (93') 

I - - « • ^" 



[стачить» ;цъ 



1ф*э**овъ /(?;). = е/«У. Равенство *(95'У мЪжйо предс 
вид* 



.» ' -и ■ •/ 



/а, А^_ Д^|'^^ ^^^ ^'^ .03") 



только однимъ снособомъ, если[ ' Л ^ подстановка- представитель 

шда1 (81)' '-Пусть мы прОйзвЬдйгь яад'^ Ь^ : о!1(М 'йзФ 1^б^авийкъ 

1 

л |^0^/т~1) преобразован1й;.ив'Ь нредъидущаго и^р^суд^ ч;1;о^е|у^а 

найдется такая линейная подстановка( ,/' '^•;1У'1*г<)1<Мй1лй"" ' ^' 



I • . 



г 



■=(г:9-ЧЙЙ(;§)-^ ^-> 



26* 
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евшмв иоАжоммн» — трбдстшттемт гада (81). Сашшшяпае ^99^ 
будт тошо тагяж, вщт <7 ш г станы ■одсишоко» |7С>: к 
такою сжучж^к мн шож^чшш% равоктм вщда (91К а тажже ж уа* 
венетао (92). Что дга одннхь н гкхь аке с н т не ногттъ <вп 
два еогааден!!, сйдуетъ т того, что кь обовхъ сжучаах» «. 
К-'^ ^9 Ь ^ ^9 ^ * ^ ^ттъ оящшшшюл (ск. (91», неждт ткп 

какъ 9 пАетъ «ннмую часть. Проязвода надь а^ оР^^ — 1) лпмй- 

ннхъ преобразован!!, нн ножучшмъ д велпннъ с, дл соторнп 
сущесг ^уа угь совпадеша; век такъ нолученниа, а парь ? ■ т 
можно похучнть наъ одной пара, прюгЬваа къ а н т аонважеят- 
ння отноентельно р лжнейнна подстановки это С1%дуетъ нзъ (94)]. 
ВгЬ д велпнйъ с будутъ раалпнн. Птакъ одному совпаденш 
^('^^)=^^<^^) соотвЪтетвушть д еовоадешй (90\ н божке д соана- 
дешй соответствовать не могуть. 

Не то будеть, есм 1^=». Въ такомъ случае ^Р^' — ^^ ""*" 

чннъ, получаемыхъ нзъ с^ избранными подстановками^ будутъ экви- 
валентны попарно относительно р. ДМствительно, всегда мояло 

найти тагая «1,^1,^1 иоУ^фи данннхъ а, ^, у и о, что( ^у"^^ 
V ^ 7 \1 0/"^ ^' этомъ подстановка ( ^ ) неоквива- 

лентна ( ^ ) относительно р. Всл^Ьдств1е предъидущаго различ- 
ныхъ системъ (77) при линейныкъ преобразоватяхъ <т будеть 
только т р{р* — 1); поэтому а въ равенствахъ (92) должно полу- 

1 
чаться нзъ а^ только тр{р* — 1) линейными преобравоватами. Ви- 
те было доказано, что число ( ^ И не изменяется отъ д'6йств1Я 
вадъ пимъ подстановкою 






(95) 



'//. 
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шодтчту, ееля <!== Г ^ ] ё удовжетворяетъ Ё1аЁимъ нибудь форк^- 

ламъ (92) и (92')^ то и всякое число, эквивалентноб относительно ^р 

числу ( ' ) о, удовлетворяетъ &'Ькоторы11ъ формулакъ (92)и (92'). 

Итакъ вс^Ь д подстановки, дающ1я изъ (93) равенства (92), удовле- 

творяюиця (92^)^ попарно даютъ одну* и ту же систему моделей 

1 
(77); поэтому изъ т |)(р^^— 1) подстановокъ, вь^бранныхъ ц^,^^чла 

• 1 
(т.=1у ТОЛЬКО - д подстановокъ даютъ уравнен1я (92)^ удовлетво* 

ряющ1я (92^). Однако заключать, что равенству (98) йри данвомъ 
ех соотв'Ьтствуютъ только- // совпадешй (90), зд'бсь нельзя, и^о 

въ этомъ случа1^ разёужден1е, немедлей^о сл'ЬдуА)щёё за (94) ра- 
венствами, нев^^рно. Въ случае <Т|=ё, а и т, для которыхъ су- 
ществуетъ совпадеыхе (90), могутъ быть связаны не только под- 
становкою (76), но и подстановкою ' . ... .." 






/1-.,^, ^^Л(]''\ • (96) 



^^Авеврхво (912) ноашо ареАс:1'аввть въ сл!Ьду1ощихъ двух'ъ се- 
дахъ: 

«= „ , ; (97) 

с;о-1-1* 



^ > ^= 

с(5-^а (}^ — а 



сл'16{ойа1!ельно у^авненхе (92) определяете такое <;, для котораго 
одно изъ т, опред'Ьляемыз^ъ формулами 

т= ;=, т^ , (98) 

эквивалентно (т относительно |х. (т.дожетъ быть связано подста- 
новкою (96) съ тЪмъ или другимъ изъ (98); но, связывая (т съ 
одн^ъ Ьз^ (98), мы должны помЬйН; что въ ][)!авен^ТЁ% (91) ко- 
эффищенты а, 6, с и с2 удовлетворяютъ н^т.орымъ рр(^нен1ямъ. 
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Проржу сотшеиш |90) имучшжсж шмш - у,'шлш^^ <^1ютря «о хо- 

(?-0а^(Г-:)(~1"^> <"' 

'Атъ же ,ер^Ш9лев']шшъ съ мод|ае11з> щ «о я виэффшцштн 4% Ьу 

влетворжть тЬнъ хе сравнешямъ съ яодудехъ ^», по и о, 6, с, с/. 
Д1йс1(внтедьно, допуская возможность вышссказаннаго^ подучумъ 
ч^етнре сраюенш, я» которнхъ сд^Ьдуетъг^(^*-1)^кг^ — ( — ^1)'- 
{тоа. р), Итаи разсмртримъ сравнеша: 

' * • ^ 

[— 1)^с (шк^. |)), Й-^-г(1=(— 1)^||[ {тоЛ. р); 



I , ; г • . 



(100) 



■зъ этнхъ сравненШ выводилъ 

пг = {—1У{(1иЬ€){то(Л.р),п1^—(—^Ус(а^а) {таЛ. рУ 

Чтаб» <фавяе№г (100) могли удовлетворятьеа, необходам0| Чтобы 

а-н^-н-2бс^ {$поЛ.р). (101) 

Услов1е (101) не только необходимо, но и достаточно. ДМстви- 
те^но^ если (101) ровдетвороно, то язъ (100) оцр9Д^^|аI()а такй. 

г, 8 в I, что 

• ^ , • ■ ■■ . 

, ^ (а^ ч^)с ^-6(а>ь(^) 

Итакъ только въ случк'Ь, когда 

* ^' х*^2п (тай. р), » (102)- 

будетъ ,9 со^ддд^нШ дла равенства А1',нгР=?0 при данцрм |&х; 
мкаче бухет'к -^ еов^гкдёнШ. 



- т^ - 

*Мы аййем* 'Однако, что рат^енсйа вида 1Ь^чнР=0 по )сво1в 
даюта однйг * 1* же совйаденЫ Л(<у)= /(т); для таков па1>ы равенсп^!;' 
х'-^-х^1=4п.. Ворбще X' не сравнцмо Ьъ %\ ро моду^кю р'^ а прг.^ 
тому при разскотр'Ь соёпаденгй (90) придется обыкновенно им^ть 
д-бяо еъ 0ДНЙ1ГЕ) '^оль'^^о йзъ' равеябтвъ. Только въ токъ случае 
когда х'=х*, »2л \тоЛ. р\ приде1ч5я р115С1ватрива;ть оба равенства. 
По91Ч)1к1у ^кл^^аемъ: равенЫгва 1\т\-^В±^6 должно всегда Ьш- 
пьапьь Л% поМ&мы при оф^^Ньлёкт числа совпадЫШ (90). 

Анализъ, совершенно сходный с% ^^^Д'^ЬдуIЦI^'«^ъ,у1Базал^ У)ы ва1гъ/ 
что равенства 1Ъ/--1 .Г(т^-^Р=0 при (,чеш1ь совпаденШ (90) долоюно 
с^шшмть за трети. ( 

Перейдемъ теперь къ опред'Ьлен1ю числа д. Изъ пР(Р* — 1) 

вы'брапнихъ линёййых'ь"подстайовокъ 






' I'. • ■ • 



.=(,';1> ' :' .*>»») 



4 • 



сл^оль^со; удовхехв^раютъ сравцсн1я1|дь: ^ . 



/ : » 



> . : . 



(104)1 



Въ сравн^шяхъ (104) б есть опред-бленная величина, а х — поло- 
ясительно.. * ' -^ .•■ ■ /V '^, 

Если р^О:^^Вг==0 (якх*. >!?),: то сравне1^мъ (10 ) можно 
только удовлетворить въ томъ случа'Ь, когда 

с^^— а^й^=0 (той. р)^ х*^4п (тоЛ. р*). (105) 



г 4 г 



Но если (105) удовлетворены, то всЬ подстановки (103) дадут 
совпаденгя (90). Наоборотъ, если удовлетворены (105), то только 
равенства (93), для которыхъ Р, $ и В делятся йа р!^ дадутъ 
совца^енгя (|90). Въ сравнен1яхъ (^04) величина Л определяется 
величиною г; поэтому, если не различать случаи е=-н1 аб= — 1, 



' - ч ■ 
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въ формул'Ь (87) ирои8веден1е должно раснростраэять на всЬ 
первоначальные д'Ьлители т числа п, а сумму — на веб д'&лители ^ 
чаИла п, при чемъ Т есть Ьбтщй ааибольппй д'Ьлжтел& <^ ж п:^, 
а (р(Т) озеачаетъ чщж) положйтельныхъ щ'Ьл11х« чисел'Ц перъип 
съ Т ж меньшихъ Т. ДМствительно, представимъ всД-^ прещсп- 
^тели преобразован1й м^;— о& степени формулою 

^=—0^5 .,,., .., (88) 



. . : • . . • *• . . 



тогда, «шъ ивв'Ьстно, разл«чыиа х ' будутъ неаквивалепт^ы, если 
Р1^8ди^выя ^?— ^не сравнимы по модулю ^. Но изъ х" мо^но по- 
лу.чвдь лииэЦцыкъ иреобра8ова1иемъ т^ .опред<Ьлаемое (81)^сд^Д0' 
в|^то#;^яо изъ каз^дасо представителя (88) можно полудать пред- 
ощ(ц^цщАь преобрааовангя п — оц степени еида (31), в^которомъ 
а, ,^| (^ ж 4 удовлетворяют^ (86). ДадЬе. мы будемъ безъ огово- 
{10|къ .говорить о предопиттеляисъ (81), подрааумЪваа^ гито а, 6, 
ел ^ удрвлехворяютъ (86). г ' - 

...Подожнмъ, что составлена н^торая еистеца V пре^ето^тблей 
(81). Если къ п будемъ прим'Ьнять всевозможный преобравоиашл 
!г1-п^оймртэиедн изъ. системы (81^ "со оис1зема: модулей ;(7 7) »б;хетъ 
изнгЬняться, и мы пзъ системы (77) получимъ V различЦ|)1|№ь0Щ* 
стемъ преобразованныт модулей 



!-< 



\^\ =!^.(т), (1',=|х,(т), {х'з=и,(т), (*',„=М'^)- (8») 

Ори ' «амфн^ши с машется система (77), м'Ьииется т, м^щт^ и 
система (89). Такимъ образомъ между первоначальною системою 
м'оду^^ей [х^, [Х|, [л^, * •^'т ^ нреобразованйыми системами мо- 
дулей (89) устанаыивается соотвптстеге^ по которому каждымъ 
оп((ё;№1еияымъ значенхямъ модулей (77) соо11^в1ьтствуетг V' С1Г- 
а:г«)м».,0р^Пбра8рванщ|хъ модулей (89). ..Та» иакъ «с ;цойул^01[е9 
у^цщ^, мц^.:(Т лрео<]!разовав1емъ цтт-ой степеяи, харакхармвоватши^ 
ц'1Мм>7<^рц1рщ.,сравнещши^ то уа||до>;енс1РИ^й. (8») .сооп ктт от ^сжп 

.У|«|СТвМЪ:^77^-.. ' ,.- . , .,.- . .■».'.:. :,|.:").-ч,.1- 

Сравнен1е (84) ш'Ьетъ 1'(р.^'^1) 11фшешй;.ато<дмю1ммте1 так- 
же, какъ и то, что а^— 15^^1 {$пос1. р) им'Ьетъ^>(р' — 1) р^шенгй. 
Поэтому соотвгытц^гЦ и01^)1,у иервоначф1|ными модулями (77) и 

1 _._ I. 9 * 
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I 

1 
преобразованными модулями (89) буд^тъ -^^^р* — 1).Бсди дано одно 

соотвтыпстШу то всЬ друг1я получатся, есЛт оставлять с ненА- 

1 
м'&ннымъ, а т подвергать ^^(р' — 1) линеДнымъ, неэквивалентнымъ 

относительно р^ преобразован1ямъ. 

Если т=1, то ^|)(|)* — 1) соотв-Ьтствгя обращаются въ-|)(р*—1) 

модулярныя уравнешя, которыя всЬ — степени V какъ относительно 
первоначальнаго, такъ и преобразованнаго главныхъ модулей. 
Будемъ опять разсматривать только одно соотв1ьп1ствге. Если 

^ зам'Ьнимъ черезъ / ' '^ ] ^', гд^Ь а5 — 157=1, то т, опреде- 
ляемое (81), будетъ равно( *' * \а', гд4 а,, /><, с^ и €^^ могутъ 

быть и не сравнимы по модулю р с:ъ ( — 1)'а, ( — 1)^Ь, ( — 1)^с и 
( — '1)^^. Вспомнивъ равенства (82), мы заключаемъ, что есть та- 
кая линейная подстановка Г / ^Л, съ помощью которой мы опять 

подучимъ подстановку п-ой степени ( „' ,,Л, коэффищенты кото- 
рой сравнимы по модулю р съ (—1)% (—1)^, (— 1)^с, {—1)Ы. 
Въ такомъ ел уча* ( */ Л' ) " ~ ( ^" ' /*" ) ( * 5 ) ^' Итакъ для каж- 



йь 



дой подстановки \ ^ ) всегда найдется така? линейная подста- 

новка [ / ^]у ЧТО! ^)^ и( /^^р будутъ связаны тъмъ же 

соотв1ыпствгемь^ что с съ т. Очевидно, а', ]3', у' и 5' им-Ьготъ от- 
носительно модуля р опред-бленныл значеп1Я, зависящ1Я отъ а 

Р^ Ъ *'• 

Очевидно, при Н'Ькбторыхъ значешяхъ'т первоначальная систе- 
ма модулей (77) можегь быть тождественна съ тсакою нпбудь изъ 
V преобразова нныхъ системт! модулей (89), такъ что 
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V■с^о шс%хъ тижхъ сттодк^иы сжстехъ |77г ■ '^9» ли олого е 
т«га же миимл>С1мвг'« ноавво 011реаг1хкп ^^ткж поеобпп: ара»- 
штчесашъ а ахге:<фапее1сша: оть этого даои^го оаредклеш 
од0вхг ■ т1хъ хе асе» х нштижутся форхулн Гврстерт. 

§ 100» Очепдво, хмшеает «90) тоасо тот» вотмиш, коп1 
с ш т — «эквивалентны опоспеАно ^». Еси т ^^предЬиежса ^Ы)» 
то ху вх1ехъ, 1:ак'ъ с.11детв1е 190|. равенстно вс^ лннейнш пре- 
обрааованш отноошь ш% хк 

Равенство (91) даеть нахъ 

} (У) 

гд* ^\—4Р^В^=x*—Ап^ а Е равно или -^1^ шли — 1; а додхю 

выбнрать такъ, чтобы посл^^днее изъ сравненЛ (92^) было в%рно. 

Такъ какъ модули (77) при всЬхъ лннейнвхъ ареобразовавип 

оодучають только ^^(р' — 1) различныхъ значешй, то можно до- 

лагать, что с въ (|^2) нлн — приведенное число, или получается И8ъ 

приведеннаго числа лТ(р^'^^)—^ выбранными линейными преоб- 

разованиши, неэквивалентными относительно р. Напомнимъ, что 

всякое линейное преобразовадхе можно равсмвтривать.Еакъ состоя- 

* 1 

щее изъ одного изъ избраннызъ'^р{р' — 1) преобразованШ и изъ 

преобразован1я вида (76). 

Если изъ о, опред^^емаго уравнен1емъ (92), найдемъ лнне(» 
нымъ 11реобрааоваи1емъ приведенное число с^, то а^ можетъ ска- 
заться или конечною величиною, или ее. г; в:ь этрмъ параграфе 
мы будемъ полагать с, , а стало быть, и *7(а) конечными, о^ опре- 
д'Ьлится равенствомъ 

- РЬ\ * От:, 4.22=6 (ех), - (93) 
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та котормъ >е*— гто же, по н въ (92). Р. ^ «^ ■ • ■• ивкияц 
1С* четыре. раюм!ц об1цвх!ь хЬнтелей. Такь ж&шь ншж^вемпа 
{99)^ шшмиь равеаетва (93) моашо «олутать * йо в^л№ей <1а^тй )^ 
рввенстга (91), то мы будемъ отжнчеть рввенст]ю1 ' (95), 1№ 1№1гЫ 
ромъ е:=^%^1, отъ равенства (93), вгь котором1К &:^=>^1! Итах^ 
каждому сотадешко (90) соотагЬмггвуегЕг равенство вада (93); есл1 
узнаемъ, изъ сколькяхъ различный совиадетй цолучаетса одна ^ 
то же равенство (93), то и узнаемъ число всЬхъ совпаденШ (90). 

Если (У, не равно г или - (_1-^^ — 3), то число срвдаденЦ {3.0)| 

ш&ъ копфыхъ получается одно в то же равенство (93)' и ьцйош 

то же гх; равно числу дтЬхъ тъ ш<^к«ыа» ^. /(р^тт-.Ц ^^недЦ^ 

чыт преобраэовашй б^ въ о, воторыя «зъ (93) да1бтъ-^2), уд1(^ 
влетворнюоця (92'); ^можетъ равга1Тье* ]гулю.' Д%1Ствите1п/н6,' ^^1||* 
венство (93) можцо представить в^ сл'Ьдующемъ видЬ: , ,, ,^} 



.1- • 






т.=,.= ? ^ ; (93') 



1 ' . 1^,^Ъ (^•*-^'^) ■ ' • 



йр* в*о»ь ^^^т^ ) = /((У, ). Равенство (93') мЪжво предсАвить, ,ц% 
ввдЪ ' , 

Л» Р\т _ <^» -^^ ^^ ■••' (93") 

I 
4 

• ' ■■• • ■ /а Ъ^ "'■ ** '■ '^'^ ^ '''■'■' 

только однимъ способомъ, если( ' Л а подстановка- представитг ль 

вл}^ (81). Пусть МП проивводшгь яадъ б^ о11(бг6' йзф йЬб^ан^йк'ъ 

1 

5 />(?>!*— 1) преобразовашй; ив-ь нредъидущаго ир1>стд^ чт;о все^у^а 

найдется такая линейная подстановкаС ,' у,ЛуЧГёШ^л^ ^^ " ^'^ 
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пс^сшФишт треЛшштт^лем гада Ш1>. Смшмте (90> 
будт пмышо тагяж, югда <г ж г станы ■одсишоко» (7С): к 
пжоаъ €мучЛ мл шож^чшш% ршвешепо шшлм (91К т пжже н уш* 
миство (92). Что ли одннхь ж гкхь аке с ж т же ногттъ <вп 
дм совжадежЦ сйдуеть ж» топ. что жи обожхъ случжжхъ «. 
Р-% ^т Ь ^ ^' ^ ■ ^ бцутъ оджжажми (еж. (91», между ткж& 

жжп с жкк€тъ жжжжую часть. Проввода жа^сь <;, ^р{р'—1) ливей- 

жнхъ преобразоваж!!. жн аа1тчжхъ д веджчжжъ с, хи соторнп 
сущесг*тютк соваадеж1ж; вск^ такъ жолтченнва, 9 жарь ^ ■ т 
ножжо жожршть жаъ оджой пари, жржшЪвн жъ ф ж твжншжалежь 
жнж отжосж1е1ьжо р лжжейжна подстажовсж это сх1дтеть жзъ (.94) . 
Вт! 9 велгпоп с будутъ раалпжн. Птавъ оджожу совжадеяш 
Л?щ)=^{<:^) соо 1жЬ тс 1в ужпгъ д еовпадежЙ (90>^ ж боаИке § сожжа- 
дежЙ соатвг1тжовать же могуть. 

Не то будеть, еыж '!.=«. Въ такожъ случа:! ^р{р' — 1) ■^'- 

чжжъ, жожучаеныхъ жзъ с^ жзбражжнжж подстажовкажж, будутъ эжвж- 
валевтжв жожаржо отжосжт^жо р. Диствжтежьжо. всегда ножжо 

жайгж так1а «,,^„^1 ■«! «Р* дажжнгь а, ^, ^ ж с, "гго^ $)'^^ 



(т.! I) (ь »)""' '^^ ^ожъ подетажова (^; ^) 



жеэввжва- 



лежтжа 



( л ) отжосжтедьжо р. ВстЬдств1е жредъждущаго раалч- 
жнхъ сжстеуь (77) жрж дшейжнхъ 11реобразоваж11хъ ^ будеп 
толЕО 2 р^^^* — 1); поотожу с въ равевствахъ {92) дожжжо жолу- 

чатьса жзъ ^^ тодисо 7р(р* — 1) дшейжнжж преобразожавоажж. Вв- 

жю бнло досазажо. что чжсло ( % У; не взж^Ж1етса отъ дНстви 
жадъ нжжъ жодстажовсою 
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поатчту, е€ли(т=( '^Лг удовлетворяетъ каЁииъ нибудь форк^У- 

ламъ (92) и (920^ то и всякое число, эквивалентное относительно р 

числу ( ' ) о, удовлетворяетъ н^которыНъ формуламъ (92)и (92'). 

Итакъ вс^Ь д подстановки, дающхя изъ (93) равенства (92), удовле- 
творяюпця (92^)^ попарно дшотъ одну и ту же систему моделей 

(77); поэтому щъ^^{р^ — 1) подстановокъ, выбранныхъ а|Д, {Случая 

1 
а^=^, только - д подстановокъ даютъ уравненк (92)^ удовлетво- 

ряющ1я (92^). Однако заключать, что равенству (93) при данномъ 
ех соотв-Ьтствують только- д совпадешй (90), зд']Бсь нельзя, и^о 

въ этомъ случа'!^ раз($ужден1е, немедлен'но сл'Ьду^ощёе за (94) ра- 
венствами, неверно. Въ случаЬ <?,=/, о и т, для которыхъ су- 
ществуетъ совпадеы1е (90), могутъ быть связаны не только под- 
становкою (76), но и подстановкою - 



• I I и 



I '• 



I • 



/1-^^., ^Р)(Г''Л • (96) 



{*&вевс1во (92) моаьво преАСтаввть въ слДдующихъ .двух*» «и- 
дахъ: 

'" а<т-1-6 — й<г-+-Ь ,„_. 

«= ., , ; (97) 






сл'^дойат'ель^о у^авпеше (92) опред^яетъ такое сг, для котораго 
одно изъ т, опред'Ьляемыхъ формулами 

т= ;., т= , (98) 

эквивалентно с относительно р. а.можетъ быть связано подста- 
новкою (96) съ тЪмъ или другимъ изъ (98); но, связывая (т съ 
одникъ ьз^ (98), мы должны помнйН; что въ р&вен'бтв^ (91) ко- 
эффищенты а, &, с и (2 удовлетворяютъ н^т.орымъ рравнен1ямъ. 



П^Яму сщ^енш {Щ иол^ ящтмвлл - ^,'Шлд^ смотра «р ю- 
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1Д|МЪ, .ще /Ср^ъвэет'ямъ съ модуаемъ {^^ «о н шэффнщедш -щ Ьу 
с я Л. 

■ ''К(У1»ффй!ц1е&ты первой пзъ подстйновокъ^ (99) не '^огутъ удо- 
влетворять т'Ьмъ хе сравнепхянъ съ модулемъ р^ что и о, 6, с, с/. 
Д^с^й^гельно, дбЬуская возможность вышесказаннаго^ нолучимъ 
ч/егмре ^ра^еди, не» которшъ сл4дуетъ ^^(-^-г^)^ и г'^=^— ( — 1)"* 
^)110{|. ^). Итак)^ разс^ртрим!» сраэнен1я: 

' '-^^^й^^^г1г=(— 1)*с (то*. 1)), <6-4-га=(— 1)^<г {тос1. р); 

;,<'!! (),(,|г.'»1 •!■: • I 1 ■ ' . 

нзъ этнхъ сраввешй выводимъ < .. 

пг^— (— 1)Ча' » М (якх^. »), »*^ — (— 1)^&(ач-(П (ш«г.»),1 
I*; ; )• . \ }(100) 

Чт«би'0раввеа{я1 (100) могли удбиетвораться, необхо^^мо, Чтобы 

а'ч^'-:*-2Ьс^0 {тоЛ^р). (101) 

Услов1е (101) не только необходимо, но и достаточно. Д'Ьйствн- 

те|^ьрр^, ^слр, (101),„р9'«^твор^^ц, то щъ (.100). ^ццрц'к^-^с^ятцщ 
г, 8 и I, что 

Итакъ только въ случа'Ь, когда 



г/ • • " I ' ' г . • I , . . , 



буД|ет%,й ,9<^?'?*Д!?.в'':й;^ц^1Р*ведртва А',-е^^О при д»дро*»ь, ^х;, 



- 4^^^ - 

*Мы зйд«л1* ^днакЬ, что равенства вида '2^^-#^1Ь=0 по )№о1е 
дають однЕ й ^Ь же сов11аден{л еД(^):==:е/(т); для такой па^^ы равенств*!^ 
х*-1-х',=4п, Ворбще х- не сравнимо Ьъ х*^ до модудю р; а пр.-, 
тому при разсмотр*]^ соёпаденгй (90) придется обыкновенно ишЬтъ 
д^ло съ 0ДНИ1ГБ "^оль^^о йзъ' равеяетвъ. Только въ томъ случаЪ^ 
когда х^^х'^ ^^п (тоЛ. р)у прнде1ч^я рассматривать оба равенства. 
ПомЧ^му 9акЛ!Ь1аемъ: равенбпгва Л*,-+-Б=ь:0 должно всегда Ьт- 
т(Шь м поНд&ты при опрв^Ньлёнш числа совпаденШ (90). 

АнализЪ| совершенно сходный С1> 11{^ёдъЬдущйм^ь,у^зал'к бы яат^ 
что равенства Ра^'-^ 1\л^Г=0 при счесть совпадент (90) должно 
с^импать за трети. < 

Перейдемъ тенерь къ опред'Ьлен1к) числа д. Изъ «рСр* — 1) 

выбраиныхъ линейныхъ подстановокъ 



> I 



. I' 1 



■•=(;•?)' "■ . <"») 



« .' . I 



(104) 



с^олы;9; удовлехвордютъ сравцсншн^ь; , . . 

» 

I гх^(— ^УЧа -нсг) (шоЛ. р)?''' ^ ' 

I > ■ ' 

Въ сравн^шяхъ (104) е есть опредЬленная величина, а х — поло- 
жительно., • ♦' ■*. 

Если р^^^=К^=0 (яЫ. л?), V то сравно1^цмъ (10 ) можно 
только удовлетворить въ томъ случа-Ь, когда 

1 (" - -;^ - ■ 

с^Я—а^А^=0 {тоЛ. р), х^^4п {тоЛ. р'). (105) 

Но если (105) удовлетворены, то всЬ подстановки (ЮЗ) дадухъ 
совпаденгя (90). Наоборотъ, если удовлетворены (105), то только 
равенства (рЗ), для которыхъ Р, ^ и В делятся йа р^у дадутъ 
совпаденгя ^0), Въ сравнешяхъ (|04) величина Х определяется 
величиною е; поэтому, если не различать случаи е=-н1 не= — 1, 



д ■ ои« I ( *> I ^-^ ' I 
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то совпадетй (90) будетъ идя О, иди р(р* — 1). Зам^тжмъ, чхо 
фррму 2В€'-%-20ху -9 2Ву^у въ которой Р^ ^ н Я д'кится на |>, 



2Р 
можно зам'Ьнеть формою — х 



^д;«/н у^ при счегБ совпа 



Р Р 

дешй. Будемъ впредь обозначать черезъ М\г) число не^кеивог 

лентныхь приведенных^ форм вида 2Рх'^-ь-20жу-^2Ву' сь апредл- 

лителемъ — ^=^^^ — ^РИу у которыхь Р^ ^ и В иеимплотъ оОщто 

д^ьлителя сь п. Изъ предъидущаго ясно: если удовдетворяютса 

усдовхн (105)| то совпадетй (90) будетъ 






(106) 



гд'Ь?^ — ъ^^т^^ положительное число^ исньшее у4пу для котораго 
?/^4п {тоЛ. р'). 

^Пусть теперь услов1я (105) не соблюдены. Зд'Ъсь нельзя поло- 
жить/ что Р, (>н Д вс']^ три^ дЪятся нар. Такъ какъ намъ тре« 
буется узнать, сколько классовъ чиселъ а, % у, ^ относительно 
модуля р, для которыхъ удовлетворяются С1^авней1Я (104) и 
«^ — Рт==^ (то(2. р\ то равенство (93) можемъ всегда зам'Ънить 
равенствоцъ, опредЬляющимъ <7, не приведенное, но эквивалентное 
(т^ ; поэтому всегда можемъ полагать, что Р не д'Ьлитсл на р 
Ср&виешя (104) можно заменить следующими: 

(— 1)'Р=с5«^((г— а)уг— Ьу^ {тоЛ. р), 

(— 1)^^-^-сг— 0= — 2с135'+2((г— а)а<5-«-26ау {тоЛ. р), 

(— 1)»^_й+.а=-2с|35н-2(<г— а)рун-2Ьа7 {тоЛ. р\ \ (107) 

(—1 )' Л^»~ (<г-а)ар— Ьа» {тоЛ. р), 

а(5— (Зу^1 (тог?. ^)), ех=(— 1)^(а-ьй) (тос?. р). 

Легко доказать, что сравцен1я (107) удовлетворатса, еслиудовде- 
творатса сравнев!а: 



2(— 1)^Ра=2с5-.и-1)'^<<-«}-Г ('тоар), 

1^(— 1)^(<^«) (*»о<^- !>); 



(108) 
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(-1)*Р=с5*— («г— а)гг— Ь^'» {тоа. р). (109) 



, , . .» 



Величина > определяется иъъ посл'Ьдняго изъ (108); если поэтому 
у и 5 удовлетворяютъ (109), то а и {3 найдутся однозначно язь 
(108). Итакъ дЪло въ анализе сравнешя (109). 

Пусть Д=4п— x^ Разсмотримъ два случая. 

1тый случай* 'Еслл Л длм^тоя на р, то или с*, наш Ь ше 
д1|ится на р^ пусть о не делится на р. Сраэнея1е (109)*кожно 
тогда вапясаъь 'Гакъ: 



1 1 ' 



4(— 1)^Р(&)^гр^Мй1.а)т(Ч«<^^. 1?)^ . .' (11Л) 

Если (— 1)^^Рс — нрвычетъ, то (ЦО) вовсе неим^стъ р'ЬшенШ. 
Если же ( — 1)'Ро — выч(етъ, тМ (110) удов)1етворя1с>тъ 2р системъ 
чиселъ у и ^, ибо для каждаго у найденъ дв^ величины ^. Но 
отъ одновременваго^ изменем1я внамвъ у 1, ^^, у и ^ линейное 
преобразоваше (ЮЗ) не меняется; сл'Ьдовательно для определен- 
наго е равенство (93) дастъ р совпадешй (9'б)'." 

Если. 1^1 (|^Ы^ 4) и (г^|1=р-ь^1» та для тЬхъ равенотвъ (93),. 
для которыхъ (г- \ =^<^1> уовсе не будет;ь ^овпадешА, въ «лутйм 

/р\ ■ * !'••'•.; ••I».». (• • 

же ( — )=-1-1 будетъ 22> совпадешй: 2> для с=-4-1 ир дляе^в — 1, 

Если же Г- \=:^-^, т«,Д4Э 1 — )^.-г-1.| будет* 2р мваедевШ, а 

— )=-|-1 вовсе не будетъ. Б удемъ означать черезъ ЛГ^Дг) 

и Л1'_Дг) числа такихъ классовъ формъ 2Рx^'^2^xу-^2Еу\ 1^о- 

— ] = -*-1 и 1—1 = — 1, 

у которыхъ определитесь —г и "коэффих^ентн Ру ^ ^ 12 не 
им-Ьютъ, ВС* три разоцъ, обпо^и^ъ д^^дителей нд.с:^.,^^., Щ,(нЪ 9^^, 
Изъ предъидущаго заключаемъ: въразсматриваемомъ случае число 
совпаден1й (90), для которыхъ ^((I) — конечно, будетъ равно одной 
изъ двухъ формулъ: 



въ которыхъ ?'<^4|г, Р=4л {то€1. р), I — ч^ложи1:вльно. Первую изъ 
формулъ (111) должно употреблять при {-)==: 4 1, а вторую— при 

Г-1 = — '1"' (если с*д4лится на р^ щ очевидно, с.^олжнр. заме- 
нить Ь). ..|{ /• • •< !•' •.•■<■•;. ; ;.» 

,,ЁСлщ |}^3 (^ос2.>4), то нрм адво1гь инь ;аЬач:«тй (—1)^ число 
(гттт1)^Р(Нт^внчот^^фрН|Д))у1Ч)мяу--нае8ы4бтъ; с »ъ этомъ 

случае вс% равенства (93), у которыхъ Р, ^ я- 1^ м^вой' 'Длятся 
на р, при е=^ 1-1 и е=:= — 1 дадутъ рсовпадешй. Итакъвъэтомъ 
(^Ауча* совпадетй бу)с*Лъ (^(^) — кошзчно) 

|,[2]дГШ:)^/')т|]^'(^^*)};^ ' ' (112) 



.41 ' '•: > 
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.,и.и,.ч4'<4п,! г^пДтосг. р), 7*''<4«у /1^4п («ял*, р^); (112') 

г и 7,— положительна. ,,;,,,.. , . .,•>;, . 

2-ой случай. Д не дымится «а р. Если Ь^ес^О (тек?, р), 
тх)'Х<<я >данвам X й ^'(^рамевхе (1()9) да^етъ одйо р^швнШ для 
5, исключая случай -у^О (тос2. |>). Такъ какъ одровременное из- 
]И№е111е знамсув^ у «, ^, у в 8 е(А и^й^^яеть 1^9дстано19М' (ЮЗ), 
то равенство (93) для е=-1'1 и 6== — 1 дастъ р— 1 совшцешй 

(8Г0). Замътимъ, что въ этомъ случа'Ь всегда / 1 =-*-!. 'Если 

хй д^1тгга1'яа р^ йо йе^р^вно ц р й6йп«Ден!й будет;ь 2(^>-^1). 
Пусть теперь с не д']Ьлится на р; тогда \ 

4(— 1)'Рс={2с5— (^г— а)у}^-нД7* {тос1. р). (113) 

Мы всегда м^ожемъ опреД%Лдть а? и 1/[ изъ сравнен^: 

, I ■ • - — I ) ' 



* . ■ »■• 
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псЬ1Ч)ку ' сра]^нё1|1б (11^) ы1)кко написать такъ: 






М ' 



г» : 1! (1Н • '. ' 



Будемъ иодь «', а", а'", , Р', р", Р"',.'/. /.''." подравум*- 

в1^г1 *о же, что *нк с*|)Авяц;1-'Й'а2. будеЛ^ > иолк^Й^! О ^ у < ^г р. 



- АП ^ 



два заа9ен1а Д1а В; изъ этихъ двухъ зиау(;р1й,„,^\,^р^||;Ь) (г<)л^^({ 
од,но, ко1[р^)р^ ха|)^;;;^РРрурз;ря^^раврнствод„(^<,^,<^^>,„Б<ци 

намъ одну, ир^стащ9^К9 (103)). Оцталь/^!^;^ ;1^дс1(!а^двки ^(10^)) кай-, 
дутся, если изъ ряда чиселъ л 

!-!-«', 1 + а", 1-*-а"', (116) 

, ) --.^ , .1 1,1' л.) ! .'М).1!. I ! ' •»! 

бу^емъ,бр^\> только вычеты и Щ]^лвещ1ь ш'г^ ,^ ^^^^>(% Щ?^^й 
изъ вы'чстовъ (116) дастъ двЬ \1о;^(^щщщ^^1^р)^ 11^^^иА^^,.эа. 
внима111е страницы 293 и 294 нашего сочинешя, видимъ, что въ 

ра^бираеномъ случае для ош^е Д]^€(|1наго ! X б(;{детъ ^ (р — 1) под- 

ста09вокъ (103), ^ающихъ совладен!^ (90). 

2) Пусть у и ж— неьычёты. Если р^ {тоЛ. 4), то ны им'Ьсмъ 
одцр 1р'Ь|цвн1е^ сомвффСФвующее* . ^тI^^п^^О {тоЛ. р). л ОипщжьеыИ 
р'Ьшен1я ддй. •1ред'Ьдеаваго Х/найд|пю1гШ|||»11ржравшш»ть')1'г1м«у|^> 

недцч^хам)! ряда:;).'''. , {;..и;м|!| .= ,- \пп,ч пн.т -гьЬ^мчь- ,.4;т.ь!1/ 

к(ЫдыЙ"йбйй1ГёН дат \М' ШстЫов^'' (1б^У '^Йскдстк1ё' т^о? 
ре«ъ ]странй1^ \ Я93| и ^94, ) «> ^^/^ыт^Р^ешИкг ((1^) 1::|ДМ/ .щюршю] 

1 ^\ 1 ^\ ' 

'3)ПУс+Г^г-^еШ^У^;'й*^-^^чМ: 4^и ^Ш"7т^Й/41;то одно 
Р'6шён1е получиФсй йзъ 1 +-я;у*^0 (тоа. «). Осгальныя шэдск-а- 
но'вкЙ '^1«3); уДЬй:;етрАда''(1()ау/ Щчф^ щ?^,'^ 
1ч*агу^*'^1будемъ^'прираЬйивай'^^ невычйт^мъ '\11^. Всл^дстше ^^о- 
р€1Йъ' * Ьтрк1йЙ1^' 'Ш ' И ' *29'4,' ' Уд4сь йбдстанойокъ ^(1 05),' удовлетво- 

ряюй^Й^'^ (104)( Ц1)й' даннб^ъ '^.ЩМ'^^р^гу ' 

4) Пусть у^вычв«ъ,; а»-гтт#евця»та1.. Если ^^^Кнюс*. 4), /точ^йу-?, 
детъ одно р'Ьшенхе отъ сравнен1Я 1 ч-д;у^=0 (той. ?>). Одна под- 
с1чновка)^1|вЗ) воегдаиш^лучцтсе^етЬ 11{)едпоясикбвиг'!'у=>^0.>01^Уал&^ 
ныя р4шешя получатся отъ ъщ;^щ^щ^Щ^^^,(\^^^щ^,\^^^^ 
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и 294 уб'Ьждакхтъ иасъ, что для опред'Ьленнаго X зд^сь под]гчатся 

^(р4-1)йойййден1й(90). 

Если а ^(2 не д'блитса на ру 1*0 для даннаго г можно взять 
только. рдЕо эначеше ( — 1)\ и сд^дователшо въ тавомъ случа^к 

^=У^ -^=р— ( П!!: гк Но если а-1-с?=0, х^=0 (тос^. |)), то для дан- 

ваго 1 можно брать и ( — 1)^=-1-1, и (— 1)^= — 1, и сл^Ьдователь- 

но въ такомъ случае ^=|>— ( У 

Итакъ въ этомъ второмъ случать ваысъ совпаденгй (90), для ко- 
торыхъ ^{'5) — ко]1ечио, будетъ 

•{а>~(^))2]Д«'(^^--Аи (118) 



т=А =а-|-сг (той. ю), /^*^<4л. ' (118') 

Въ форм^Л']^ (118) ^«А^^ озэа«1аетъ всякое чнедо^, ноложЁтеаьное, 
отрмцательвое, нуль, удовлетворяющее услов1ямь '(118')« 

Аналвзъ, нрим^Ьненный нами къ нреобразован111мъ Н^^^В сте- 
пени, легко применяется къ преобразован1ямъ степени п : Н^. 

Обозначимъ черезъ М^^{п) в М_^{п) число вс^хъ классовъ 
фориъ 2Рх\'*'2(^ху^2Вр* ^ъ 911редедителе]|рь — щ х^т^рце х*- 

рав1еризу1»тся <^нш1ъюъ<равенс1!въ: Г -1=2^-1-]:',' (™1^^^г**^1; бу- 

демъ полагать ^IГц_,(0)=^ЬГ_,(0)=0. Обозначимъ < чё1>е*ъ различ- 
ныя л число совпаденгй (90) при «7(а) конечнр|^ъ въ т^омъ С4уча1Ь, 
когда разсматрива1ртся всЬ пре90разован1я стеценей п: А*. Цри- 
держиваясь рбозначешй Тв^етер^ пишемъ ^а[^1 ес^и Л н^д^^тся 
на р и т^ач-Л {тоЛ. р); если Д=0 {пинЛ. р)^ (С^с?— а=щ6=0(той, р), 
то пищемъ 2г^; если Л=0 (таЛ. р), но с не д'крмтся на р^ то пи- 

;^*1 ^«,^»' ее, первое дця р=1 {щрЛ. 4)|(^)-^1,втррое- 
ддя|2^1 (|»о(<.4),(-)г=й—1, третье— при 1^3 (тоЛ. 4) (0^^, |г;^* и 

я'^ммсвемъ также дри Л^ {^^^^ р)} осли Ь не дЪл1(тся на ||). 
Легко '^Шкё1^ слЪдующ!я формулы^ " "' н ип ,, 



шемъ ^ео 
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^.=Р(Р'-1)5]Л^(^^), (120) 

«+«=2р2ЛГ^,(4п-П, ^^-•=2рГ^^^_.(4п-7*), (121) 

.^=Р{5]ЛГ(4«-П-5]Л^(^^) ); (121') 

А^, I и /, означа1отъ то же, что вг формулахъ (118), (112),(111) 
и (106). 

§ 101. Перейдеяъ къ 0)кред%лен1Ю тесла еовпадетй (90) в*^ 1ч^йг 
сяучагЬ;' Ёбгдя ,7((^)=:^(т)=ео. 

Если въ выражеши <у=( ^)^1> ^^ которомъ а5 — ?У^=^^1 поло- 



жшгь (т^=со.1\ а у не равнымъ О, то получимъ (т=-; такииъ об- 



I I 



*| 



разомъ вс']^ числа^ эквивалентныя <х).«у суть ращональныя дроби, 
если мннмыя^ ихъ части — не бевконечны. Относительно р два чвсла 

( ^)~«^ и ( , ^1рС1«« эквивалентны, если (^Л^ои 

( — 1)^^|^^/(1ПОг<.р).Д'Ьйствително, пусть а', р', •/ я ^'~-опред4лен- 
ныя 4ясла, а |3 и {изменяются, оставаясь сравнимыми по модулю р 
съ данными числамц; въ такомъ случае всегда найдется такое 
число 1у что 

ПО числа с^1 при (т«всо.г эквивалентны относительно р. Изъ 
предгидущаго видимъ. что между числами ( ' 5)~-* будетъ толь- 

4 

ко- (|)* — 1) чисел^ нсэквивалентныхъ относительно р. 

Пусть 1Т ролучается изъ ^ какимъ иибудь преобразованхемъ п-^ой 
степени; пусть а, число приведенное н Т|=ш ■ Ь — , гд'Ь АВФ^п^ 



Если »7(т,) =г,Т(р^) = 0^, то <^ р= С0.1. Всякое совпадев1е /(т) 
':^/(|7)=со полуяится, есл4«' щдь т, И т^ пронавбсти кактя нибудь 

линейныя преобразоващя (^ Л^{ ^ |И положить а|=со.|*. 

тогда (ТИТ будутъ дквив1иентнЕГгНо чтобы с; и т были эквива- 
лэ^тны относительно,^ необходимо и дост^с^до, чтобы удовле- 
творялись два сравкен1я1а^(-^1)^ а, {тос1.р)у')'=( — 1)^У| (тЫ.р). 
Чтобы, кром'Ь |ТОга, бшо со^адецхе (90). ^сла 

" I 

д(цжщ| <>щь,з^вцвмчччнч,атйрсш^ш^^^0 |>,цр*<,)вздю|ть ^^.[(^1 Ь, 
с я (Л означаютъ то же, что въ (81^; |10|уА№^ОГ9| ||брбя«Д9|[0 
удовлетворить сравнешянъ: ';;* ^^ 

аан Ь^{—1уЛа {тоЛ. р\ сл-^'а^={—1УАу (то^. р). (124) 

Сравнен1я (Г24)— достаточны, ибо сравнен1я 



г 



всегда у^^влетворя'г^лйрвМчМН'И выборвиъ р, к ^, (1^11^11160- 
ц9иъ^.В,д;^ш .дарным ^, и, ^,); .^^рдх^ ,^< и ^1 ,)^?гда. «ожно, 

то |« и Г' 'бу^ру^гъ' бквивал^ентйй - Ътаоситель^йУ^^^^. *'• ' ■ '' 
Сравнен1я (124) совместны только въ томъ случа'Ь, когда 

, Ч«^-(^^1 )и)(*^(-^1 )*' Л) -В^О! {тА^1^) . Г^ (1 25) 
Помня, что п=АВ, легко выводимъ изъ сравнен1я (12&) 



( 



" « ) 



если а-^(1 но д-Ьлптся на }), то изъ двухъ значешй ( — 1)^ буд§тъ 
фигу рироват!, для Т181»*стШ1го ра8л6»*й1й Л=^-47)'^ЬЛьк6 одйб. 

Сколько .же системъ' чноблгь а ш.*х иэт> - {р^^^у С1№'ге11ъ'удбЬ'ле- 



т^ораюхъ :^^^^4) П1^'данн/шт А? *' 



1< ?, ; :т{ •■ ■' 
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1) Емиг а^^с^,Ъ^^О {тбй, ру т6 или вовсе ' н%^1^^ «'«'"Т» 
удовлетворяющихъ (124), или всЬ - (|?' — 1) снстемъ аиу удовде- 

творяютъ (124). Последнее будетъ только въ случа'Ь, когда 
Ае^В (тоА. р). 

2) Есл|| Д=^4п-^х*=0 {тоЛ. |>), йо одно изъ чисёлъ'6 или' с 
эе Д'Ьлится на р^ то опять возможны сотаденгя (90) только при 
Л ^ I) (шо<2* р). Ё^^ди. посд'Ьдв^е услов1е удовлетворено) го 
въ сравнен1яхъ (124) одно изъ чиселъ а или у можно будетъ при- 
равнивать числамъ 1, 2, 3, р — 1. между т-Ьмъ какъ другое 

будетъ определяться йзъ сраЬй'енШ (124). Итакъ для даннаго \^ 

будетъ ^ (р — 1) снстемъ чиселъ а и у. 

3) Если — А — квадратичный невычетъ^ то сравиен1я(1%4) ни въ ка- 
комъ случае не им-Ьютъ рЬшенШ. Действительно, А'^1)^^у{тод^.р)\ 
йА^овательно (2Л=^=х)^ — Л {той. р). 

4) Пусть — ^^' (шЦ. ю); тогда . ,. 



-. .||( ■ » 



(— 1)^2^=«»±/. (— 1)^27)=»»=?=/' [тоЛ. р). ' '\Щ 
Сравнешя (124) въ атомъ случа'Ь щ)1м^уть эидъ: / . < 

(й—а^(')^Щ, 2(ух={а—а=ь^)у {той. р\ ,^^ (128) 

Такъ какъ четьфе коэффйц{внта при « и т* не могут*Ь' рдвомъ д%* 
литься на |), то, беря передъ / опре^^^ен^ый з]^къ^ межемъ цр^г 
дать одному изъ чиселг а или у произвольное ёначенхе (1, 2, 
3,...|)— 1); тогда другое изъ чиселъ имеетъ только одцовдадшв 
относительно модуля р. Сл-Ьдорательно. беря оба знака передъ /*, 

получимъ р — 1 значев1й - . 

; т ■ ; ' • '■ 

До сихъ поръ мы полагали^ что между н'Ькоторыми полными 

системами пермначальныхъ и преобразо^капных^ Модулей буще- 
ствуетъ д'Ькоторое. соо«»в7ы»с19»^/б; дал'Ьс мы будемъ па1агать^ . ч то 
существуютъ главные модули (л('т) и (л(т), связанные нЬкоторымъ 
урадненхемъ; степень этого уравнетя. V. (см. фор^муду .(д7))' какъ 
относительно (л(т), такъ и относительно (А(а), 

ТаКв йакъ предполагается, что модуль |х(а,) дЪлается безконеч- 
вымъ при «у,=со.г, то это р(с/; можно представить въ'видъря- 
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да по восходящпиъ степенямъ <2==в''**', гд* <1| — ^приведенное число; 
тогда при приближен1и а^ къ ^л* модуль р1(<Т|) выразится фор- 
мулою 

^^{а,)=^с^''^^=се''^''^'\ ' (129) 



гд-Ь р — н-Ькоторое положительное число, ас — постоянное,не равное 
нулю. Если будемъ придавать а значен1я, бесконечно мало отли- 

чающ1яояотъ - , гдЬу — не нуль, то а(а) опять можно представить 

въ вид']^ ряда по вбсходящимъ степенямъ (/; при этомъ въ этомъ 
новомъ ряд-Ь отрицательнихъ показателей ^ не будетъ. Бели г 
есть величина, къ которой приближается [х(9), когда <т прибли- 
жается къ - , то для <7, безконечно мало отличающагося отъ - , 



будемъ имЪт^ 

р1(<7)— г=Ск^''''^'=С^, . . (180) 

гд* е — н-Ькоторое положительное число, СГже— постоянное, не рав- 
ное нулю. 

Положимъ теперь, что въ уравнен1и, опред'Ьляющемъ р1(т) че- 
резъ (х((у), сд']Ьлано [х(о)зз:р1(т). Сколько корней, равныхъ г, ока- 
жется въ такъ полученномъ уравненш? Если въ равенстве (130) 
(т зам^няемъ черезъ т, опред-Ьляембе однимъ изъ представителей 
(81), дл9 котораго существуете совпадеше, то <г, зам[%нится че- 

резъ т^== — у^ — , и сл%довА^ельно при <у, (безконечно мало от- 

личающемся отъ - , 

Т 

р1(т)— г=Св^^ 5 ; (х(т)— г=:С рП ){х(^)— г( .(131) 

I . . . • 

Такъ какъ |х((7) — г при а, отличающемся (беаконечно мало) отъ 
- , не можетъ им'Ьть одйнаковыхъ яяачеш'й "при двухъ величипахъ 

в^ неэквивалентныхъ относительно р, то [х(т) — г получаетъ -=^ ^(Т) 

различныхъ значешй, когда В изм'Ьняется: г^^^сь Т означдетъ 
общШ наибольпий д'&литель А ш V. 



• ■ • 
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у^(^)*^^ м(мкеть. равняться нулю при различннхъ значешяхъ Л 
н 2); при этомъ формулы страницъ 414 и 415 ук1^ывают'Ь на то, 
что р1(т)=г и въ томъ случае, когда А я В поменяются ролями. 

I А ' 

Расп(|ложимъ дроби -^ , для воторУхъ могутъ существовать (131), 

ПО пдрядку такъ, чтрбы меныпгя дроби предшествовали большинъ: 

ё^ -^ ё!1 1г;_ 1Г в;_ 

Будем! употреблять обозаа'чешя: 

(л(т)— г=«, (х(с).уг=г;. (133) 

• * 

I 

Модулярное уравнен1е, опред'Ьляющвв*р.(т) черезъ (х(<т),можно пре- 
образовать так:ь9 что оно будетъ определять и ,черезъ V^ ЦолЬжамъ 
въ преобразрванномъ такимъ образомъ ур^вненшг;г=^0;. тогда; поду- 

2)' X)" 

чимъ уравпеше, у йотораго будетъ ■;^ ^(У)-*- ^ ?(Т") 

....-+- ^^^{Т) корней, равныхъ пулю. Положимъ и±^щ^ '^ ; 

подставивъ въ уравненхе, определяющее ^ц, чер^ъ. V^ вжЬ^тц^и 
последнее произведете и разделивъ обе части равенства навис- 
шую степень «;, положимъ ^=0; тогда уравнеше, определяющее Ц^у 

Г)' 7)" Л^ 

бу;^етъ иметь ^ ^{Т) корней конечных.ъ^^^СТ'От» ....-н,:^ 9(^) 

корней нулевыхъ, а остальные корни— безконечвы. Отсюда заклю- 
чаемъ, что въ уравнен1и, состоящемъ изъ членовъ ^к'^'г;', суще- 
ству ютъ члены, для которыхъ 

?=/'=(), т-ш'= ^' ?(Г)н ^?(Г') *-. ..,,. .-^ ?(Л, 

}<134) 
/=/"= ^ 9(Г), т=|»"= ^ р(Х")ч-..,...ч. ^ |(Г), 

в что для вс4хъ члеповъ Ии"'г' ; | 

,, г.ми^^»и'^=Г-4<^!. . (135) 

27 
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Если положить и=и^V , то докажеи^ь сущегтвовате V^ 

новъ, для которыхъ 



ТУ" Л' 



(136) 



Продолжая эти разсужден1я, вполн'Ь сходныя съ разсуждешт 
§ 93, докажемъ, что наименьшая величина т-\Л ьъ вашехъ ур1- 
внеши есть 

г:=22]^?(Л-о?(>/п), (137) 

гд% о ра1вно 1 или О, смотря по тому, входить ли въ рядъ дро- 
бей (132) 1^или н*6тъ; сумма въ (137) распространяется на вс1 
так1я А изъ ряда (132)^ которыя мен^е п:Л=В. 

Въ разсматривДемомъ уравненш^ состоящемъ изъ членовъ Лм^г'. 
сх^Ммъ Уг==у; тогда аъ этомъ уравнеши окажется лрожнтель г^. 
Отсюда заключаемъ, что уравнен1е, получаемое изъ модуяярнаго 
положетемъ (1((т)=(1(т), им'Ьетъ 1^ корней^ равныхъ г. 

ЗамЪтимъ, что и въ случа'Ь несуществовашя модулярнаго тр|* 
внетя легко доказать существован1е ^ соепаденНу для которых^ 

Ф=^-, (х(<1)={х(т)=^г. Допуская совпаден1я, для которыхъ и(5) 

=^(т)=со, мы легко распространимъ формулу (137) и на случаВ, 
когда 7*=0, с^=оэ.|. 

Производя тотъ же ана.1пзъ, который д^али для и, для пре- 
обра^ованШ степени п : Л% легко придемъ къ зак.1ючев1ю, чго 
всЬхъ совпаден1й (х((1)=(х(т)=г, если допускать общнхъ д'Ьлнтеле! 

для а, &, с и ({ въ формулахъ (81), 

I 

2Г=о^А^о\'п, А<:\^Пу . (138) 

гдЪ А взято изъ ряда (132). 

Допустнмъ на время соепаден!я и(с)=и(т)=сс. Будемъ обозна- 
чать черезъ у^, у«,у+', у;;*, у^ то, «о получится изъ ^^, г«, 
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^^*? ^^\ ^'«» если къ этимъ посл-Ьднимъ числамъ арвбавимъ 

совпаден1я при </((7)=^(х)=со, существующ1я въ данномъ слую^. 
Будемъ при и въ формуле (138) ставить внизу значекъ $, при чеиъ 

( — 1)^-4==5 {моЛ. 2>), также =ль^п^8 (тоЛ. р), если о=1 въ (138)/ 

Положииъ 1^=:П {тоЛ. р). Вспоминая предъидущи разсуждвв1Я| 
выводимъ сл%дующ1я формулы: 



л^О {тоЛ.р), 



(139) 



(^)=-1, у-.=^«; (НО) 

ВЪ формудЬ (141) й(/^^) и х(/*— т) предполагаются ц'Ьлыии 

числами. 

Если существуютъ модулярный уравыев1я, опредЬляющхя (/.(т) че- 
резъ (а((;)у то простымъ перемножен1емъ можно составить уравнеше 

ЯК^), {*('))=0, (142) 

въ которомъ т определяется (81) при допущеши общихъ делителей 
у а, Ь, с и б?. Степень уравнен1я (142) какъ относительно [х(т), 
такъ и относительно \к{р) равна (см. формулу (87)) 



Стеиень уравнешя ' 

. ' Я(*(<^), 1^(«))=0 , , (1^) 

определится, если изъ одного изъу, опред'Ьляемыхъ (141), (140) 
и (139), вычтемъ все допущенння вами совпадешя |х(<т)=з=(а(т):±:со. 



« * 
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§ 102. Требуется определить степень уравнешя (142) алге- 
браическинъ путемъ. 

Бслж при (1((т):=ео ни одннъ изъ корней уравнеМл (142) не 
обращается въ оо, то степень (144) равна 2Ф(п). ДМствительно, 

д4ля об-Ь части уравнвн1я (142) на ^(т)^**^|А(а)^**\црлучимъ урав- 
нен1е, определяющее 1 : (л(т)=|^ черевъ 1 : (х(<т)=1;. Когда 1^=0, 

то ото уравнеше приметъ видъ (Уи^*^-«-Яи^*^^-*- н-Д =0, 

гд-Ь Д — не нуль. Следовательно въ урайнёти (142) ёуществуетъ 

членъ Д^х(х)^**>(х('')^*'^- I 

Пуст^ теперь для некоторыхъ разложешй пгзд-О |^('^)=[*(^) 
=с«, если <7^со.е^ а т-^одинъ изъ оредставителЬй (81). Расио- 

ложимъ все дроби ^ , для которыхъ существуютъ таш совпа- 

дёвЕЯу върядъ (132). Положймъ, что мы получили уравнснхе 

Р{иу V)=0, 1 : р.(т)=:», 1 : (а(<г)=«;, (145) 

когда разделили обе части уравнен1я (142) на (х(т)^**^[х(а)^Ч 

Поставицъ въ (145) и^V^ '^ вкестои, раздели1|1ь обе части 
уравнешя на нисшую степень V] тогда при V=^0 получимъ урав- 

нен1е, у котораго I)' корней конечныхъ, 2)"ч-2)'"-ь н-А^-^А' 

корней нулёвыхъ, остальные корни— безконечны; следовательно въ 
уравнешй, определяющемъ щ при г;=0, будутъ два члена, содер- 
жащ1е щ въ степеняхъ I)' ь2)"-ь....-н-А"-4--4' и 2)"-1-....-1-Л"н-Л' 
Если все уравнен1е (145) состоитъ изъ членовъ Nи^V\ то 

=Л'-н ^^;)"-ь...;-|-/'<1^Л'}/') (146) 

Поставимъ въ (145) и^ь вместо и и раэд^вцъ обе мстн 

урацнен1я на нисшую степень г, тогда^ полагая г;=>=0, получимъ 
уравнеше съ В" конечными корнями, съ В"!-^, . . .-^А'^-^-А 



•) Ееш въ (145) сА'!Ьдаехъ' 1;=»0» то окажется чденъ ^1* ^ * + -^-Д -+- 
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корнами нулевнмн и с% остальными — безконечнпмн. Отсюда ш^ 
кдючаемъ, что 

гч-тС ШЛ''*-А"^~{В"'ч- .... -1-Л"-ь^'). (147У 

Полагаемъ и=^що и такъ дал^^е. Такнмъ образомъ мы 

докажемъ существоБаше въ уравнеши (145) такихъ членовь, для 
которыхъ « 

м»=1)"'-^ -^А'-^А, , (148) 

Очевидно, наименьшее тч-{ въ членахъ (148) будетъ 

гд-Ь А м о озиачаютъ то же, что и въ (137), (138). 

Легко доказать, что выралсен1е (149) будетъ наименьшее т-^1 
для всЬхъ членовъ уравпен]я (145); это сл'Ьдуетъ изъ церавенс^въ 
(146), (147) и такъ дал'Ье и изъ другихъ перавенствъ, получаемыдъ 
когда ьъ уравнен1и (145) последовательно зам']^няемъ V черезъ 

ь^и \ V,ц у V^и и такъ дал'Ье. 

Все уравнеше (142) состоитъ изъ членовъ ^V^А(т)'^(x(<^)'; иаъ 
предъидущаго сл^Ьдуетъ, что наибольшее т-ь? будетъ 

2Ф(н)— {22Л'Ьоу'*|(. (150) 

Обратимся теперь къ концу § 101. Тамъ, для нахоа&ден1я степенв^ 
уравдвн1я (144), мы вычитали изъ у выражеше (149); зд^сь 
мы то же (149) вычитаемъ изъ 2Ф(п); поэтому нъ случаф суще- 
ствован1я модулярнаго уравнен1я 

2/«-?/^'=!/~'=У~-^У,»=2Ф(«). (151) 

I ■ 

Гирстеръ доказываетъ равенства (151) съ помощью извЬстнаго 
закова Шаля о совпаден1яхъ въ системахъ точекъ, между ко- 
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торымя существуетъ соотв'6тсггв1е и которвцг лежмъ на кривой 
съ родомь (Оге^сЫесЫ, ^еиге), равнымъ нулю (наприм^^ръ, на 
прямой). 2Ф{п) у Гирстера всегда — иравад часть равенства; въ 
Д^И том'Ь Математичв^зкихъ Аннадъ Гирстеръ занимается опре- 
д'киенхемъ л'Ьвыхъ и правыхъ частей равенствъ въ случае, когда 
главные модули не принадлежать къ классу модулей (77) (вторая 
тетрадь, стр. 190 — 210). 

§ 103. Прим']&нимъ предъидущ1я общ1я разсужденхя къ выводу 
числовыхъ равенствъ третьей и иятой ступеней. 

Положимъ, ^то р=3; въ такомъ слуедЬ существуютъ модуляр- 
ныя уравнешд для тетраэдрическихъ ирращональностей. Въ этомъ 
случае нзъ равенствъ (139) мы должны разсматрива11ь только 
первыя два. | 

Если п^1 {тос1. 3), то сл'Ьдуетъ только разсматривать первыл 
два равенства (Х39)ира|Вац<}7!30 (НО)» потому что —пД не.можетъ 
быть вычетомъ модуля 3. Въ равенств'Ь (140) т^ь^^О {тоЛ. 3). 
ТкЕЪ какъ всегда А^^В^ или съ <, или съ — <, то ^^ содержитъ 
ВСЯК1Й множитель Л; поэтому 2С/^=Ф(/»)— *Г(п). Вставляя въ ра- 
венства (139) и (140) найд^нныя величины для Г/), у п г^ не- 
медленно находимъ формулы, отм']Бченныя въ третьей глав']^ пу- 
мерами (110), (96) и (95). 

Если п^ — 1 {той. 3), то Д не можетъ дЬлиться на 3; поэтбку 
сл'Ьдуетъ только разсматривать равенства (140) и (141), брря въ 
первомъ за ш числа, не д'Ьлящ1еся на 3, а во второмъ т=0 {той. 3). 
Зд*сь Опять 20^ =20', =Ф(п) — ^У{п). Поел* этнхъ за* 

м4чан1й легко получимъ изъ (140) формулу (101) третьей главы, 
а изъ (141)- формулу (102) третьей гдавц* 

§ 104. Положимъ, что ^^=5; въ такомъ случа* существуютъ 
модулярный уравйен1я для икосаддрическйХ'А нррад10нальностей. 
В* дтомъ случа'Ь изъ равенствъ (139) с^^'Ьдуетъ разсматривать 
первое и третье. 

Пусть (т )= — 1; тогда А не можетъ делиться на 5, и мы 

должны разсмотр-Ьть равенства (140) и (141). Полагая въ (140) 
т=0, получаемъ 

32ЛГ(4п— А,^)=Ф(||), А,^0, п=5,< г*=10> *15,..-'.Л (153) 



— Й23 ~ 
Полагая въ (140) т*^6п (тоЛ. &), волумемъ 

ЗЕЖ(4п-А*^)=Ф(л); (153) 

если п=2 {то(1. 5), то А^= .!.... — 1>; —4, 1, '6, 11 ..... .; 

егл«* лее п^З {таЛ. 5), то Л,^=. . .V. • .г^, —3, 2, 7, 12, 

Положимъ въ (141) х'^т'^2п {тоЛ. 5). Ияъ двухъ чшсежъ 
Л щ Л ъъ разложенщ п^=41^ ^Дно — вц^етъ, « ду^^гое — невычетъ 
по модулю 5. Такъ какъ {/-^-^{( — т)^— 4п {той. 5), то изъ 
д»ухъ чвеелъ /-ьш я Л— ш одно— внчетА, а другое— яевычеп. 
Всл'Ьдств1е предъидущаго ^\ 

такъ каЁъ Л входитъ непрем'Ьнн.о въ одно изъ Г7, и только въ 
одно. Такимъ образомъ изъ (141) сл^дуетъ 



•• I . 



222ЛГ(4п-А'^)=Т(п), (154) 

гЛь А^= — 8(, —3, 2, 7, 12). ...... есди м=2 (тое^. 5); 

^сл! лс(? п=Ь (тоЛ. 5), то А^2±± . . — 9, —4, 1, 6, 11, 



Пусть теперь ( -1=^4-1. Въ равенств* (140) мы должны по- 

лагать т не кратнымъ &. Если п^1 {тоЛ. 5), то тдолжкобыть 
кеадратмунымъ вычетомъ модуля 5; если оке п=4: {той. 5), то т — 
нееычетъ. Самое же равенство будетъ 

31:ДГ(4я— Л' ^=Ф(п), А^=1Я' (тос1>. 5). (155) 

Лудемъ дал'Ье употреблять сл'Ьдуюпця обозначен1я: 

Чч..(«)=2][^ ^(^)^1' '''-«<'^)=1[^-(^)^] ' <15«> 

гд'Ь А обозпачдетъ всякШ д'Ьднтель V, меньшМ ^п. а Л=гп : А] 
суммм распространяются павсЬА Выражен1С *(\(п) обозначаетъ 
или Т^Дм), или Ч'_,(л), первое, если я=-^1 (то/^/. 5), второе, 
если 5^ — 1 {той. 5). Если п=1 {той. б), то / — вычетъ, и слЪдо- 
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вательно Л^ есть сунна только т'Ьхъ изъ А^ которая вычеты, т. е. 
21/^=Ф(|г)— Ч^_,(п) (у/п вычетъ). Если же п^—\ {тоЛ.Ь), то 
11^ есть сумма невыче'говъ -4, т.е. 2?7^=Ф(п) — ^^^{п). Поэтому 
первое д третье равенства (139) даютъ 



Ь^М^, (4п— Г):=5ГЛГ1; Цп-Р)^^_^^п). 



(157) 



(158) 



Напомнлмъ, что / и 1^ — полоэнтшвлтыя числа^ удовлетворяюще 
^равнен^ят ?*^=4п (шоЛ. 5), 1^^=:4п {тос1. 25). 

Обратимся наконецъ къ (141), въ которомъ должно положить 
т=0. Следовательно ТТ^'^^ ^^=11. =17 ибо Г^— 4^^^16л 

(т(х?. 5). Если п^1 (тпое?. 5), то Г7,^— сумма н^вычетовъ модуля 5; 
поэтому 2Г/^^=Т_Дп)— Т(л). Если же п^ — 1 (тос1. 5)„ то 17,^ 
— сумма вычетовъ модуля 5; сл-Ьдовательно 2Г/з^=*Гц^,(л)— ЧХм). 
Итакъ 



2Щ(^п—П,')=Ф(пУ^2Т(п)—2Ч'_^{п), 



Л,=0, ±5, =ь10, =«=15, 



(159) 
(159') 



Въ ХУЦ том!; Математическихъ Анналъ, нын'Ь издаваемыхъ 
Клейномъ и Майёромъ, Гирстеръ даетъ дв'Ь формулы пятой сту- 
пени для 91^0 {тоЛ* 5) (первая тетрадь, стр. 73). . 
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